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ÃÅÎÄÅÇÈß, ÊÀÄÀÑÒÐ È ÌÎÍÈÒÎÐÈÍÃ ÇÅÌÅËÜ

ÓÄÊ 528.2/.3
Àñòðîêîñìè÷åñêèé öåíòð ÔÈÀÍ

Êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê Ð.Ì. Áåáåíèí
Êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê Õ.À. Âàñêåç Á.

(Ìåêñèêà)

ÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÒÈÏÎÂ ÄÂÈÆÅÍÈß Â ÏÐÈÂÅÄÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÄÂÓÕ ÏÎÄÂÈÆÍÛÕ ÖÅÍÒÐÎÂ

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, ïàññèâíî
ãðàâèòèðóþùóþ â ïîëå ñî ñëåäóþùèì ïîòåíöè-
àëîì
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 
        (1)

ãäå f � ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ; M � ìàññà íåêî-
òîðîãî òåëà;

( )
( )
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;

,

r x y c z

r x y c z

= + − + 

= + + +


        (2)

ñ � ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé ëèíåéíûé ïàðà-
ìåòð.

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë äàííîãî ïîòåíöèàëà òà-
êîâ � ïðèòÿãèâàþùèå òî÷êè P1 è P2 ðàñïîëî-
æåíû íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ñ
ðàäèóñîì ñ. Â ýòè òî÷êè ïîìåùåíà ìàññà Ì. Ïðè-
òÿãèâàþùèå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè,
îíè ïîäâèæíû, ïðèòîì òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êè
P1, P2 è èçó÷àåìàÿ ïàññèâíî ãðàâèòèðóþùàÿ òî÷-
êà, íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè c îñüþ Oz. Òà-
êèì îáðàçîì, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
åñòü ïó÷îê ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ îñü Oz.

Ëàãðàíæèàí ñèñòåìû L = T + W, ãäå êèíåòè-

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
2 2 2

2

x y z
T

+ +=
& & &

 â ñèëó íàòóðàëü-

íîñòè ñèñòåìû, W äàí ôîðìóëîé (1).
Ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò r, ϕ, z ïî ôîðìóëàì:

cos ;

sin ;

.

x r

y r
z z

= ϕ 
= ϕ 
= 

Òîãäà â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ëàãðàíæèàí áóäåò
âûãëÿäåòü òàê:
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2 2 2 2
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+ ϕ += +
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+ +  + + − + 
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Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ââåäåì ïåðåìåííûå
r*, z* è âðåìÿ τ ïî ôîðìóëàì:

*

*

;

;
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r cr
z cz
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= 
= 

τ = Ω 

ãäå 2
3 .

fM

c
Ω =

Îáîçíà÷àÿ ïðîèçâîäíóþ x′ ïî íîâîìó âðåìåíè,
çàïèøåì íîâûé ëàãðàíæèàí
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Ω= ×

 
 ′ ′ ′× + ϕ + + + + + + + 

Åñëè ìû ðàçäåëèì ëàãðàíæèàí íà ìíîæè-
òåëü � óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå ïîìåíÿþòñÿ, êðî-
ìå òîãî, óäîáíî âåðíóòü ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ, òîãäà
ëàãðàíæèàí, íà êîòîðîì ìû áóäåì îñíîâûâàòüñÿ,
áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

( )

( ) ( )

2 2 2 2
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L r r z

r z r z

= + ϕ + +

 
 + +
 + + − + 

& & &

Èç ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî îñè Oz, ñî-
çäàâàåìîé ïîòåíöèàëîì çàäà÷è, ñëåäóåò, ÷òî óðàâ-
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