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Ââåäåíèå

Äàííîå ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ñîäåðæèò áàçîâûå òåîðåòè÷åñêèå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ è ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷ ïî êóðñó ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿ äëÿ ñòóäåíòîâ �àêóëüòåòà êîìïüþ-

òåðíûõ íàóê Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Öåëüþ êóðñà

ÿâëÿåòñÿ �îðìèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé î âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ ðåàëü-

íûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ, ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå, ïðèíöèïàõ ðàçðà-

áîòêè è êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè âåðîÿòíîñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé. Îñíîâíûìè çàäà÷àìè êóðñà ÿâëÿþòñÿ îâëàäåíèå �óíäàìåíòàëüíûìè

ïîíÿòèÿìè è ìîäåëÿìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷åíèå ïðåäñòàâëåíèé î

ïîäõîäàõ ê ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-

òèñòèêè.

Öåëü ïîñîáèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîìî÷ü ñòóäåíòàì, èçó÷àþùèì äàí-

íûé êóðñ, ïðèîáðåñòè íàâûêè è óìåíèÿ â ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷, èìåþùèõ ïðåèìóùå-

ñòâåííî ïðèêëàäíîå ñîäåðæàíèå. Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ êóðñà ñòóäåíò

äîëæåí çíàòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, áàçîâûå ìîäåëè è ìàòåìàòè÷åñêèé �îð-

ìàëèçì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïðè¼ìû è ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

òèïîâûõ çàäà÷, à òàêæå óêàçûâàòü ãðàíèöû èõ ïðèìåíèìîñòè. Îñîáîå

âíèìàíèå ïðè èçó÷åíèè êóðñà äîëæíî áûòü îáðàùåíî íà óìåíèå âûäå-

ëèòü êîíêðåòíûå âåðîÿòíîñòíûå ñõåìû (ìîäåëè) â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ,

ïðîâîäèòü êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ îñíîâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé

è ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå èìåòü ïðåä-

ñòàâëåíèå î ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ

ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Â êàæäîì ðàçäåëå ïîñîáèÿ ïðèâåäåíû êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäå-

íèÿ, äàíû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷ è ïðèìåðîâ, à òàêæå ïðåäëîæåí íàáîð

çàäà÷ è óïðàæíåíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
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Èíäèêàòîð ñîáûòèÿ

Èíäèêàòîðîì ñîáûòèÿ A íàçûâàþò ÷èñëîâóþ �óíêöèþ IA(ω), çàäàí-
íóþ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω è îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé

IA(ω) =

{

1, ω ∈ A,
0, ω 6∈ A èëè ω ∈ A.

Èíäèêàòîðû IA(ω) è IB(ω) ñîáûòèé A è B ñîâïàäàþò òîëüêî ïðè óñëîâèè,

÷òî ñîáûòèÿ A è B èäåíòè÷íû, ò.å. ìíîæåñòâà A è B ñîñòîÿò èç îäíèõ è

òåõ æå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) IA = 1− IA;

2) IAB = IAIB;

3) IA+B = IA(ω) + IB(ω)− IA(ω)IB(ω);

4) IA\B = IAB = IA(1− IB);

5) IA − IA = I∅ = 0;

6) IΩ = 1;

7) IAIA = IAA = IA.

Ïðèìåðû ñ ðåøåíèÿìè

Ïðèìåð 1. Ñ èñïîëüçîâàíèåì �èíäèêàòîðíîãî ìåòîäà� ïðîâåðèòü ðà-

âåíñòâî A+ B = A · B.
�åøåíèå.

IA+B = 1− IA+B = 1− IA − IB + IAIB =

= 1− IA − IB(1− IA) = (1− IA)(1− IB) = IAIB = IA·B .

Ïðèìåð 2. Ïðåäñòàâèòü ñóììó äâóõ ñîáûòèé A+B êàê ñóììó íåñîâ-

ìåñòíûõ ñîáûòèé.

�åøåíèå.

IA+B = IA + IB − IAIB =

{

IA + IBIA ,
IAIB + IB .

Ñîáûòèÿ BA è A íåñîâìåñòíû, òàê êàê A · (BA) = ∅.
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Òàêèì îáðàçîì,

A+ B =

{

A+BA ,
AB +B .

Ïðèìåð 3. Íàéòè ñîáûòèå X òàêîå, ÷òî A ·X = A · A · B.
�åøåíèå.

IA·X = IA·A·B,

IAIX = IAIAIB,

IA(IX − IAIB) = 0,

IX − IAIB = IAC ,

ãäå C � ëþáîå. Îòñþäà

IX = IA·B + IAC = IA·B+AC .

Ñîáûòèÿ A · B è AC íåñîâìåñòíû.

Òàêèì îáðàçîì, X = A ·B +AC, ãäå C ëþáîå.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Ïðåäñòàâèòü ñóììó òðåõ ñîáûòèé êàê ñóììó íåñîâìåñòíûõ

ñîáûòèé.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ñîáûòèå X òàêîå, ÷òî X + A+X +A = B .

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A, B è C � ïðîèçâîëüíûå ñîáûòèÿ. Íàéäèòå âûðàæå-

íèå äëÿ ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî èç ñîáûòèé A, B, C
1) ïðîèçîøëî òîëüêî ñîáûòèå A;
2) âñå òðè ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè;

3) ïðîèçîøëî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñîáûòèé;

4) ïðîèçîøëî òîëüêî îäíî èç ñîáûòèé;

5) ïðîèçîøëî íå áîëåå äâóõ ñîáûòèé.

2. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü ðåçóëüòàòû îïûòà îáëàäàþò ñèììåòðèåé âîçìîæíûõ èñõîäîâ,

òîãäà ìíîæåñòâî ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñ÷åðïûâàþùèé íàáîð åãî

ðàâíîâîçìîæíûõ è èñêëþ÷àþùèõ äðóã äðóãà èñõîäîâ. Ïðî òàêîé îïûò

ãîâîðÿò, ÷òî îí ñâîäèòñÿ ê ñõåìå ñëó÷àåâ. Ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ áëàãîïðè-

ÿòíûì ñîáûòèþ A, åñëè ïîÿâëåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ âëå÷åò çà ñîáîé ïîÿâëåíèå
ýòîãî ñîáûòèÿ.
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Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Åñëè îïûò ñâîäèòñÿ ê ñõåìå

ñëó÷àåâ, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A â äàííîì îïûòå ìîæíî âû÷èñëèòü êàê

äîëþ áëàãîïðèÿòíûõ ñëó÷àåâ â îáùåì èõ ÷èñëå:

P (A) =
mA

n
, (1)

ãäå mA � ÷èñëî ñëó÷àåâ, áëàãîïðèÿòíûõ ñîáûòèþ A; n � îáùåå ÷èñëî

ñëó÷àåâ.

Ïðèìåðû ñ ðåøåíèÿìè

Ïðèìåð 1. (Óðíà è øàðû.) Â óðíå íàõîäèòñÿ 5 øàðîâ, èç êîòîðûõ 2

áåëûõ è 3 ÷åðíûõ. Èç óðíû íàóãàä âûíèìàåòñÿ îäèí øàð. Íàéòè âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð áóäåò áåëûì.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì A èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå: A = { ïîÿâëåíèå
áåëîãî øàðà}.

Îáùåå ÷èñëî ñëó÷àåâ n = 5; èç íèõ äâà áëàãîïðèÿòíû ñîáûòèþ A:
mA = 2. Ïî �îðìóëå (1) P (A) = 2/5.

Ïðèìåð 2. Â óðíå 7 øàðîâ: 4 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ. Èç íåå âûíèìàþòñÿ

áåç âîçâðàùåíèÿ (îäíîâðåìåííî èëè ïîñëåäîâàòåëüíî) äâà øàðà. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè áóäóò áåëûìè.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì B = {îáà øàðà áåëûå}. Ïðè ðåøåíèè ýòîé çà-

äà÷è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàðíûìè �îðìóëàìè êîìáèíàòîðèêè, â

÷àñòíîñòè �îðìóëîé äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé. ×èñëî ñî÷åòàíèé èç k ýëåìåí-
òîâ ïî l � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü l ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ èç k; îáîçíà÷àåòñÿ îíî C l

k è âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

C l
k ≡

(

k
l

)

=
k!

l!(k − l)!
.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ñëó÷àåâ ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êàêèìè ìîæíî

âûáðàòü 2 øàðà èç 7:

n = C2
7 =

7 · 6
1 · 2 = 21,

à ÷èñëî ñëó÷àåâ, áëàãîïðèÿòíûõ ñîáûòèþ B, åñòü ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ,

êàêèìè ìîæíî âûáðàòü 2 áåëûõ øàðà èç 4:

mB = C2
4 =

4 · 3
1 · 2 = 6.

Îòñþäà

P (B) =
6

21
=

2

7
.
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