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Из (1.1) следует, что Bxxxxb T=),( , где B  – симметрическая матрица, 
nRx ∈ . 

 Пусть в nR  базис выбран из собственных векторов матрицы B , тогда 
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 Запись квадратичной формы в виде (2.1) называется каноническим 
видом квадратичной формы. 

 Квадратичную форму можно представить в нормальном виде: 
22

1
22

1)( nkk xxxxxk −−−++= +  . 
 Опишем, как строится матрица квадратичной формы. 
 Пусть квадратичная форма имеет вид 


=

=
n

i
jiij xxaxk

1

)( . 

Так как ijji xxxx = , то jiij aa == , поэтому матрица квадратичной фор-

мы – симметрическая. Элементы iia  стоят на главной диагонали, коэффици-
енты при смешанном произведении ji xx  делятся пополам и записываются 

на ij и ji  местах. 
 
Пример 2.1. Построить матрицу квадратичной формы  

323121
2
3

2
2

2
1 812435)( xxxxxxxxxxk +++++= . 

 С учетом вышесказанного, матрица квадратичной формы имеет вид 
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Определение 2.2. Сигнатура – разность между числом положительных и 

отрицательных коэффициентов квадратичной формы в каноническом виде.  
Определение 2.3. Две квадратичные формы называются эквивалент-

ными, если совпадают ранги этих форм и сигнатура. 
Определение 2.4. Рангом квадратичной формы называется ранг ее 

симметрической матрицы. 
Теорема 2.1. Две квадратичные формы от n  неизвестных с действи-

тельными коэффициентами тогда и только тогда переводятся друг в друга 
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невырожденными действительными линейными преобразованиями, когда 
эти формы эквивалентны. 

Утверждение 2.1. Если квадратичные формы эквивалентны, то нор-
мальные виды квадратичных форм совпадают. 

 
2.2. Способы приведения квадратичной формы к каноническому виду 
  
 Теорема 2.2. Для любой квадратичной формы существует невырожден-

ное линейное преобразование, которое приводит ее к каноническому виду. 
 
Существуют три способа приведения квадратичной формы к канониче-

скому виду: 
1) метод Лагранжа (метод полных квадратов); 
2) метод Якоби; 
3) метод ортогональных преобразований. 
 
Рассмотрим каждый из указанных способов. 
 
2.2.1.   Метод Лагранжа (метод полных квадратов)  
Метод Лагранжа состоит в следующем. 
1) Сначала находим слагаемое, содержащее квадрат. Пусть это слагае-

мое имеет вид 2
iii xα . Затем выписываем все члены, содержащие ix , и до-

полняем их до полного квадрата,  который обозначим через 2

1y . Приводим 
подобные слагаемые. Среди оставшихся слагаемых с jx  )( ij ≠  находим 

слагаемое, содержащее квадрат,  и повторяем предыдущие рассуждения. 
2) Если слагаемых с квадратами нет, а смешанные произведения есть, 

например, kjjk xxα , то делаем замену  

qpj yyx += ,  qpk yyx −=  

и повторяем рассуждения первого пункта.  
  
Пример 2.2. Привести к каноническому виду квадратичную форму 

2
44342

2
331

2
221

2
1 844456)( xxxxxxxxxxxxxk −−−+−++=  

методом Лагранжа. 
1) Выпишем все члены, содержащие 1x , и дополним их до полного 

квадрата:  
−−+=−+⋅+=−+ 2

3213121
2
13121

2
1 )23()2(23246 xxxxxxxxxxxxx

2
3

2
232

2
1

2
3

2
232 491249)2(32 xxxxyxxxx −−+=−−−⋅− . 

2) Подставим полученное выражение вместо слагаемых с 1x  и приве-
дем подобные слагаемые, получим: 
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=−−−++−−+= 2
44342

2
3

2
2

2
3

2
232

2
1 84454912)( xxxxxxxxxxxyxk  

2
44342

2
232

2
1 84412 xxxxxxxxy −−−−+= . 

3) Выпишем все члены, содержащие 2x , и дополним их до полного 
квадрата:  

+−⋅⋅+−=+−−=−+− )3()2(2)2[(]4124[4124 32
2

24232
2
24232

2
2 xxxxxxxxxxxxx

 

=−−−−+−−=⋅⋅+ ]9)3(2)32[(])2(2 2
4

2
343

2
43242 xxxxxxxxx

2
4

2
343

2
2 96 xxxxy ++−−= . 

4) Подставим полученное выражение вместо слагаемых с 2x  и приве-
дем подобные слагаемые, получим:  

2
343

2
2

2
1

2
443

2
4

2
343

2
2

2
1 914896)( xxxyyxxxxxxxyyxk +−−=−−++−−= . 

5) Выпишем все члены, содержащие 3x , и дополним их до полного 
квадрата:  

2
4

2
43

2
4

2
443

2
343

2
3 9

49
)

3

7
3(

9

49

9

49

3

7
32)3(149 xxxxxxxxxxx −−=−+⋅⋅−=− . 

6) Подставим полученное выражение вместо слагаемых с 3x  и приве-
дем подобные слагаемые, получим:  

2
4

2
3

2
2

2
1)( yyyyxk −+−= , 

где  

3211 23 xxxy −+= , 4322 32 xxxy +−= , 433 3

7
3 xxy −= , 43

7
xy = . 

Замечания.  
1) Замена переменных должна быть невырожденной (то есть обратимой). 
2) Число новых и старых переменных должно совпадать. 
 
 Пример. Привести к каноническому виду квадратичную форму 

41433221)( xxxxxxxxxk +++=  методом Лагранжа. 
Решение. 

 Так как среди слагаемых ни одного квадрата нет, сделаем следующую 
замену: 











=
=

+=
−=

44

33

212

211

yx

yx

yyx

yyx

. 

Получим: 
=−+++++−= 421433212121 )()())(()( yyyyyyyyyyyyyk  

4342324131
2
2

2
1 yyyyyyyyyyyy +−+++−= . 
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Дальнейшие преобразования проводятся аналогично предыдущему 
случаю. 

 
 Пример 2.3. Для следующих квадратичных форм найти невырожден-

ное линейное преобразование, переводящее форму f  в форму g : 

323121
2
3

2
2

2
1 1048392)( xxxxxxxxxxf −−+++= , 

323121
2
3

2
2

2
1 844632)( yyyyyyyyyyg +−−++= . 

Решение. 
Приведем обе формы к нормальному виду методом Лагранжа.  
Рассмотрим сначала форму )(xf . Выпишем все слагаемые, содержа-

щие 1x , и дополним их до полного квадрата:  

=−+⋅⋅+=−+ )2)(2(2)22()2(2)2(482 3121
2

13121
2
1 xxxxxxxxxx  

.828222228)2222( 32
3
3

2
2

2
132

2
3

2
2

2
321 xxxxxxxxxxx +−−=⋅⋅+−−−+= η

Подставим полученное выражение вместо слагаемых с 1x  и приведем по-
добные слагаемые, получим: 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 2 3 2 3 1 2 3 2 38 2 8 9 3 10 2f x x x x x x x x x x x xη η= − − + + + − = + + − =  

2
2

2
1

2
32

2
1 )( ηηη +=−+= xx . 

Здесь 3211 2222 xxx −+=η , 322 xx −=η , 33 x=η . 
Рассмотрим теперь форму )(yg . Выпишем все слагаемые, содержащие 

1y , и дополним их до полного квадрата:  

=−+−⋅⋅+=−− )2)(2(2)2()2(2)2(442 3121
2

13121
2
1 yyyyxyyyyy  

.42222222)222( 32
3
3

2
2

2
132

2
3

2
2

2
321 yyyyyyyyyyy −−−=⋅⋅−−−−−= ν

Подставим полученное выражение вместо слагаемых с 1y  и приведем по-
добные слагаемые, получим: 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 2 3 2 3 1 2 3 2 32 2 4 3 6 8 4 4g y y y y y y y y y y y yν ν= − − − + + + = + + + =  

2
2

2
1

2
32

2
1 )2( ννν +=++= yy . 

Здесь 3211 222 yyy −−=ν , 322 2yy +=ν , 33 y=ν . 
Так как нормальные виды квадратичных форм совпадают, приравняем 

iη  к iν  )3,2,1( =i . Получим: 









=
+=−

−−=−+

33

3232

321321

2

2222222

yx

yyxx

yyyxxx

 . 

Выразим ix  через iy  )3,2,1( =i : 
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+=
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33

322

3211

3

63

yx

yyx

yyyx

. 

 
 Пример 2.4. Для следующих квадратичных форм найти невырожден-

ное линейное преобразование, переводящее форму f  в форму g : 

323121
2
3

2
2

2
1 40181225103)( xxxxxxxxxxf +−−++= ,   

21
2
2

2
1 1265)( yyyyyg ++= . 
Решение. 

 Приведем обе формы к нормальному виду методом Лагранжа.  
Рассмотрим сначала форму )(xf . Выпишем все слагаемые, содержа-

щие 1x , и дополним их до полного квадрата:  

=−+−⋅⋅+=−− )33)(3(2)32()3(2)3(18123 3121
2

13121
2
1 xxxxxxxxxx  

.362712362712)33323( 32
2
3

2
2

2
132

2
3

2
2

2
321 xxxxxxxxxxx −−−=−−−−−= η  

Подставим полученное выражение вместо слагаемых с 1x  и приведем 
подобные слагаемые, получим: 

2
2

2
1

2
32

2
132

2
3

2
2

2
1 )22(422 ηηηη −=−−==+−−= xxxxxxf . 

Здесь 3211 33323 xxx −−=η , 322 22 xx −=η , 33 x=η . 
Рассмотрим теперь форму )(yg . Выпишем все слагаемые, содержащие 

2y , и дополним их до полного квадрата:  

=−+⋅⋅+=+ 22
112

2
221

2
2 1

66)6()6(2)6(126 yyyyyyyy  

.66)66( 2
1

2
1

2
1

2
12 yyyy −=−+= ν  

Подставим полученное выражение вместо слагаемых с 2y  и приведем 
подобные слагаемые, получим: 

2
2

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 56 νννν −=−==+−= yyyg . 

Здесь 211 66 yy +=ν , 12 y=ν , 33 y=ν . 
Так как нормальные виды квадратичных форм совпадают, приравняем 

iη  к iν  )3,2,1( =i . Получим: 









=
=−

+=−−

33

132

21321

22

6633323

yx

yxx

yyxxx

 . 

 Выразим ix  через iy  )3,2,1( =i : 
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