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АЛГЕБРА

УДК 512.554

Е.С. Кулакова

Классификация комплексных супералгебр Ли
размерности 3|1

Дается классификация с точностью до изоморфизма комплексных
супералгебр Ли размерности 3|1.

Введение

Настоящая работа является продолжением работы [2], в которой
была дана классификация всех комплексных супералгебр Ли размер-
ностей ≤ 3. Здесь мы начинаем рассмотрение случая размерности 4.
Мы используем терминологию и обозначения работы [2], а также по-
лученные в ней общие результаты о классификации супералгебр Ли
размерности n|1. Заметим, что классификация комплексных суперал-
гебр Ли размерности 1|3 легко выводится из общих результатов о су-
пералгебрах размерностей 1|m, также содержащихся в [2]; результат
аналогичен полученному там результату для размерности 1|2. Случай
размерности 2|2 требует особого рассмотрения. Все алгебры и суперал-
гебры Ли предполагаются определенными над полем C комплексных
чисел.

Рассматриваются комплексные супералгебры Ли L = L0̄ ⊕ L1̄, где
L0̄ — трехмерная алгебра Ли, а dimL1̄ = 1. Фиксируем базисный век-
тор f ∈ L1̄, f 6= 0. Тогда L1̄ =< f > и [f, f ] = e ∈ L0̄. Очевидно,
[x, f ] = λ(x)f, x ∈ L0̄, где λ ∈ L∗

0̄ — линейная функция на L0̄. Согласно
теореме 2.1.1 работы [2], имеем

λ(e) = 0; (1)
λ([x, y]) = 0 ∀x, y ∈ L0̄; (2)
[x, e] = 2λ(x)e ∀x ∈ L0̄, (3)
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причем любые e ∈ L0̄ и λ ∈ L∗
0̄, удовлетворяющие этим условиям,

определяются некоторой супералгеброй Ли L(e, λ) размерности 3|1 с
четной частью L0̄. Далее, в силу теоремы 2.1.3 той же работы две
супералгебры Ли L(e, λ) и L(e′, λ′) с четной частью L0̄ изоморфны
тогда и только тогда, когда существует такой автоморфизм α алгебры
Ли L0̄, что α

∗(λ′) = λ и α(e) = ce′, где c ∈ C, c 6= 0.
Классификация трехмерных комплексных алгебр Ли хорошо из-

вестна [1]. Любая такая алгебра изоморфна одной из алгебр Ли, со-
держащихся в следующем списке, где приведены ненулевые коммута-
ционные соотношения между элементами некоторого базиса (e1, e2, e3)
алгебры Ли. Через C3 обозначена коммутативная алгебра Ли размер-
ности 3.

1. C
3.

2. sl2(C) : [e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e2, e3] = e1.

3. n3(C) : [e1, e2] = e3.

4. r3(C) : [e1, e2] = e2, [e1, e3] = e2 + e3.

5. r3,λ(C) : [e1, e2] = e2, [e1, e3] = λe3, где λ ∈ C, |λ| ≤ 1.

6. r2(C)⊕ C.

В следующих далее разделах будут рассмотрены случаи, когда L0̄

является соответствующей супералгеброй Ли из этого списка. При
этом будут использоваться базис (e1, e2, e3) и коммутационные соотно-
шения, указанные выше. Заметим, что последняя в этом списке ал-
гебра Ли r2(C)⊕C изоморфна алгебре r3,0(C), и поэтому мы не будем
рассматривать ее как отдельный случай.

1. L0̄ = C3

В этом случае можно применить следствие теоремы 2.1.3 работы
[2], в котором классифицированы супералгебры Ли размерности n|1
с коммутативной четной частью. Сформулируем его частный случай
n = 3 в виде следующей теоремы.
Теорема 1.1. Пусть dimL = 3|1 и алгебра Ли L0̄ коммутативна. Тогда
для супералгебры Ли L = L0̄⊕ < f > имеет место один из следующих
трех случаев:

1. λ = 0, [f, f ] = 0, т.е. L коммутативна.
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