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òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäàííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå äîñòàòî÷íî ãëàäêî.

Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå x ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè â

ýòîé òî÷êå îíà èìååò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå è óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D, åñëè îíà
íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè è
ãàðìîíè÷íà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè,
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → ∞ (ò.å. ê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå)

âäîëü ëþáîãî ëó÷à, ïðèíàäëåæàùåãî îáëàñòè D â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü
D áåñêîíå÷íà.

Â ñèëó ýòîãî ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ ïðî-
ñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è ñ óðàâíåíèåì Ëà-
ïëàñà òàêæå ñóùåñòâóþò äðóãèå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà
èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ò.å. çàäà÷è ñâîäÿòñÿ
ê ãðàíè÷íûì çàäà÷àì òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à ìàòåìàòè÷åñêèé
àïïàðàò äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè èíòåãðàëîâ òè-
ïà Êîøè.

Áèãàðìîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê áèãàð-
ìîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

Ê ãðàíè÷íûì çàäà÷àì òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ
ïåðåìåííûõ ïðèâîäÿòñÿ òàêæå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ
óðàâíåíèé:

44v = 0.

Ðàçâåðíóòûé âèä áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∂4v

∂x4 + 2
∂4v

∂x2∂y2 +
∂4v

∂y4 = 0.

Ïîä áèãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèè òàêèå,
êîòîðûå
1. óäîâëåòâîðÿþò áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ;
2. èõ ïðîèçâîäíûå, âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, íåïðåðûâíû;
3. ïðîèçâîäíûå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ïîðÿäêà, îäíîçíà÷íû âî âñåé ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè.
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Óïðóãîå ðàâíîâåñèå òâåðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè, ïðåä-
ñòàâëåííûìè â çàäà÷àõ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, â ñëåäóþùèõ ñëó÷à-
ÿõ:

• ïëîñêîé äåôîðìàöèè öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ, ïðè óñëîâèè âîçäåéñòâèÿ íà òåëî ëèøü âíåøíèõ ñèë,
íîðìàëüíûõ ê åãî îñè è îäèíàêîâûõ äëÿ âñåõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé;

• îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ò.å. ïðè äåôîðìà-
öèè òîíêîé ïëàñòèíû ñèëàìè, äåéñòâóþùèìè â å¼ ïëîñêîñòè.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
áèãàðìîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

2 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé

Ïóñòü ôóíêöèÿ W = f(z) åñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â
îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè Z. Ôóíêöèÿ W = f(z) äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå z ∈ D, åñëè

4W

4z
=

f(z + h)− f(z)

4z
,

ãäå z + h � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D, ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó
êîíå÷íîìó ïðåäåëó, êîãäà 4z = h ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñòðåìèòñÿ ê 0
ïðè ïîñòîÿííîì z, ò.å.

lim
4z−→0

4W

4z
= lim

4z−→0

f(z + h)− f(z)

4z
= f ′(z).

Îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ W = f(z) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè
D, åñëè â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè îíà èìååò îïðåäåëåííóþ êîíå÷íóþ
ïðîèçâîäíóþ. Ò.å. ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü àíàëèòè÷íà òîëüêî â íåêîòîðîé
îáëàñòè. Î êàæäîé êîíêðåòíîé òî÷êå òàêîé îáëàñòè ãîâîðÿò, ÷òî â íåé
ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå äîëæíà
áûòü ïî îïðåäåëåíèþ àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷-
êè.

Çàìå÷àíèå. Òðåáîâàíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî êîìïëåêñíîé ïåðå-
ìåííîé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì àíàëîãè÷íîå òðåáîâàíèå ïî äåéñòâè-
òåëüíîé ïåðåìåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëàãàÿ ôóíêöèþ f(z) äèôôå-
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ðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h

áóäåò îäíèì è òåì æå ÷èñëîì íåçàâèñèìî îò íàïðàâëåíèÿ, ïî êîòîðîìó
ïåðåìåííàÿ òî÷êà z + h ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîñòîÿííîé òî÷êå z.

Åùå áîëåå ñèëüíûì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèè, äèôôåðåíöè-
ðóåìîé â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè. Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â
îáëàñòè ôóíêöèÿ äîëæíà îáëàäàòü ðÿäîì ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Ïóñòü f(z) = u(x, y)+iv(x, y) åñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé z, îïðåäåëåííîé â îáëàñòè D. Ïóñòü u(x, y) è v(x, y) äèôôå-
ðåíöèðóåìû â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ W = f(z) áûëà
àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ Êîøè � Ðèìàíà:

∂u

∂x
=

∂v

∂y
;
∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (1)

Ýòè óñëîâèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèè u è v íå ìîãóò áûòü âûáðà-
íû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
f(z). Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (1) ïî x, âòîðîå ïî y è ñêëàäû-
âàÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 0,

ò.å. 4u = 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü 4v = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèè u è v ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â îáëàñòè D. Îòìåòèì, ÷òî
u = Ref(z) è v = Imf(z), ïîýòîìó àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåò-
ñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Îäíàêî, åñëè âçÿòü çà u è v äâå ïðîèçâîëü-
íûå ãàðìîíè÷åñêèå â îáëàñòè D ôóíêöèè, òî u + iv â îáùåì ñëó÷àå íå
áóäåò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â ýòîé îáëàñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû u+iv áû-
ëà àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D, íàäî âçÿòü çà îäíó èç íèõ ïðîèçâîëüíóþ
ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ, íàïðèìåð u, è îïðåäåëèòü çàòåì v èç óðàâíå-
íèé Êîøè � Ðèìàíà (1).

Ïîíÿòèå ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè
Ôóíêöèÿ f(z) åñòü ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êå a, åñëè îíà â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä îòíîñèòåëüíî
(z − a). Ýòî ñâîéñòâî ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå a ýêâèâàëåíòíî
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