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ÂâåäåíèåÌåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ìàòåðèàë ïî îäíîìó èçâàæíûõ ðàçäåëîâ êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â íåìïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ðàññìîò-ðåíî ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà, îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûååãî ñâîéñòâà è ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ. �ÿä ïðèìåðîâ ñ ïîäðîá-íûì îïèñàíèåì õîäà ðåøåíèÿ, à òàêæå èíäèâèäóàëüíûå çà-äàíèÿ ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè ïîçâîëÿò ñòóäåíòàì õîðîøîóñâîèòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûé ìàòåðèàë. Îñîáîå âíèìàíèåóäåëåíî ìåòîäó ñâåäåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíûìêàê â ñëó÷àå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òàê è â ñëó-÷àå ïåðåõîäà ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì, â ÷àñòíîñòè êïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåíïðèëîæåíèÿì äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ðåøåíèþ ãåîìåòðè÷åñ-êèõ è �èçè÷åñêèõ çàäà÷. Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ èçó-÷åíèÿ ìàòåðèàëà êàê íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî ìàòåìà-òè÷åñêîìó àíàëèçó, òàê è âî âðåìÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòûñòóäåíòîâ. 1. Äâîéíîé èíòåãðàë�àññìîòðèì çàìêíóòóþ ïëîñêóþ îáëàñòü D, è ïóñòü ýòàîáëàñòü êâàäðèðóåìà, òî åñòü èìååò êîíå÷íóþ ïëîùàäü.Åñëè ïëîñêàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà êîíå÷íûì ÷èñëîì êðè-âûõ, çàäàííûõ ÿâíûìè óðàâíåíèÿìè, òî òàêàÿ îáëàñòüêâàäðèðóåìà.Ïóñòü íà îáëàñòè D îïðåäåëåíà �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-íûõ f(x, y). �àçîáüåì îáëàñòü D ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì(ñåòêîé êðèâûõ) íà n êâàäðèðóåìûõ ÷àñòåéDi, i = 1, 2, . . . , nòàê, ÷òîáû îíè ïåðåñåêàëèñü äðóã ñ äðóãîì íå áîëåå ÷åì ïîîáùåé ÷àñòè ãðàíèöû (ðèñ. 1).
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2. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà âäåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò(ñâåäåíèå ê ïîâòîðíîìó)I. Ïóñòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìèîñè Oy, à ñíèçó è ñâåðõó îãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíûìè êðè-âûìè y = y1(x) è y = y2(x) (ðèñ. 2).

�èñ. 2Òàêóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íàçîâåì ïðîñòîé îòíîñè-òåëüíî îñè Oy.Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà íà D èäëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò èíòå-ãðàë y2(x)
∫

y1(x)

f(x, y)dy, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë
b
∫

a

dx

y2(x)
∫

y1(x)

f(x, y)dy
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è îí ðàâåí äâîéíîìó
∫∫

D

f(x, y)dxdy.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïðîñòîé îòíîñèòåëüíî îñè Oyîáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

b
∫

a

dx

y2(x)
∫

y1(x)

f(x, y)dy. (3)II. Ïóñòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìèîñè Ox, à ñëåâà è ñïðàâà îãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíûìè êðè-âûìè x = x1(y) è x = x2(y) (ðèñ. 3).

�èñ. 3Òàêóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íàçîâåì ïðîñòîé îòíîñè-òåëüíî îñè Ox.Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà íà D èäëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò èíòå-7
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ãðàë x2(y)
∫

x1(y)

f(x, y)dx, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë
d
∫

c

dy

x2(y)
∫

x1(y)

f(x, y)dxè îí ðàâåí äâîéíîìó
∫∫

D

f(x, y)dxdy.Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïðîñòîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox îáëà-ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà
∫∫

D

f(x, y)dxdy =

d
∫

c

dy

x2(y)
∫

x1(y)

f(x, y)dx. (4)Â �îðìóëàõ (3) è (4) ïðèñóòñòâóþò ïîâòîðíûå èíòåã-ðàëû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ïîðÿäêîìèõ âû÷èñëåíèÿ. È â òîé è â äðóãîé �îðìóëàõ èíòåãðàëûâû÷èñëÿþòñÿ ñïðàâà íàëåâî, òî åñòü ñíà÷àëà âû÷èñëÿåò-ñÿ èíòåãðàë, ñòîÿùèé ñïðàâà (âíóòðåííèé èíòåãðàë), ïðèýòîì ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ íå ñòîèò ïîä çíàêîì äè��åðåí-öèàëà, ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ âòîðîé(âíåøíèé) èíòåãðàë îò �óíêöèè, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòåâû÷èñëåíèÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà, ïî îñòàâøåéñÿ âòîðîéïåðåìåííîé.Çàìå÷àíèå: íóæíî ïîìíèòü, ÷òî â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëå-íèÿ äâîéíîé èíòåãðàë � ýòî ÷èñëî, ïîýòîìó ïðåäåëû èíòåãðè-ðîâàíèÿ âî âíåøíåì èíòåãðàëå äîëæíû áûòü âñåãäà ïîñòî-ÿííûìè, à ïðåäåëû âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ìîãóò çàâèñåòüîò òîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ íå ñòîèò â íåì ïîä çíàêîì äè�-�åðåíöèàëà. 8
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