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Ïåðåìåííûå âåëè÷èíû Ex è Ey óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

E2
x

b21
+
E2

y

b22
= 1. (1.13)

Âèäíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà êîíåö âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïèñûâàåò ýëëèïñ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íà�
ïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Òàêèå âîëíû íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷å�

ñêè ïîëÿðèçîâàííûìè. Çíàêè ¾+¿ è ¾−¿ ïåðåä êîýôôèöèåíòîì b2 â ôîðìó�
ëå (1.12) ñîîòâåòñòâóþò ïðàâîé è ëåâîé ïîëÿðèçàöèÿì. Â ñëó÷àå b1 = b2 = b
ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü, è âîëíà (1.12) íàçûâàåòñÿ ïîëÿðèçî�
âàííîé ïî êðóãó èëè öèðêóëÿðíîé. Âåëè÷èíà b, ÷èñëåííî ðàâíàÿ ìîäóëþ
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäîé ýòîé âîëíû. Êî�
ãäà îäèí èç âåêòîðîâ b1 èëè b2 îáðàùàåòñÿ â íóëü, âîëíó íàçûâàþò ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííîé (ïîëÿðèçîâàííîé â ïëîñêîñòè). Åå çàïèñûâàþò â îäíîì èç
äâóõ âèäîâ

E = eE0 cos (ωt− kr+ α), (1.14)

E = eE0e
i(kr−ωt), (1.15)

ãäå e � åäèíè÷íûé âåêòîð ïîëÿðèçàöèè, E0 � àìïëèòóäà, à α � ïîñòîÿííûé
ñäâèã ôàçû. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò òîëüêî âåùåñòâåííàÿ èëè ìíèìàÿ
÷àñòü êîìïëåêñíîãî âûðàæåíèÿ (1.15).

1.1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 1.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå B â âàêóóìå â îòñóòñòâèå
òîêîâ è çàðÿäîâ (ρ = 0, j = 0) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∇2B− 1

c2
∂2B

∂t2
= 0. (1.16)

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ îïåðàöèþ rot ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (1.1.2), â
êîòîðîì j = 0, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî divE = 0 (òàê êàê ρ = 0), ïîëó÷èì

∇2B = −1

c

∂

∂t
rotE.

Ïîäñòàâèâ ñþäà rotE èç óðàâíåíèÿ (1.1.4), ïîëó÷èì âîëíîâîå óðàâíåíèå
(1.16) äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè.

Ïðèìåð 1.2. Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ êîìïîíåíòû âåêòîðà èí�
äóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò âèä Br = Bφ = 0
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è Bz = B(r, t), ãäå ôóíêöèÿ B(r, t) è åå ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû. Îïðå�
äåëèòü íàïðÿæåííîñòü E âèõðåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èíäóöèðîâàííîãî
äàííûì ìàãíèòíûì ïîëåì.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (1.1.4) â èíòåãðàëüíîé ôîð�
ìå: ∮

Edl = −1

c

d

dt

∫
BdS. (1.17)

Èç ãåîìåòðèè çàäà÷è ÿñíî, ÷òî íàïðÿæåííîñòü E âèõðåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó B è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò φ è z. Âîçü�
ìåì â êà÷åñòâå êîíòóðà â (1.17) îêðóæíîñòü ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì íà îñè
ñèììåòðèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñ ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó B.
Òîãäà èç (1.17) ïîëó÷èì

E = − 1

cr

r∫
0

∂

∂t
B(ξ, t)ξdξ. (1.18)

Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàïðÿ�
æåííîñòü E íàéäåííîãî âèõðåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ�

íåíèÿì Ìàêñâåëëà divE = 0 è rotB =
1

c

∂E

∂t
, â êîòîðûõ çàäàííàÿ ôóíê�

öèÿ B ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1.16).

Ïðèìåð 1.3. Çàðÿä Q è ìàññà m îäíîðîäíî çàïîëíÿþò îáúåì øàðà.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 âêëþ÷àåòñÿ âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå
ñ íàïðÿæåííîñòüþ B = B(t), êîòîðàÿ ïîñòîÿííà ïî íàïðàâëåíèþ è óäî�
âëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ B(0) = 0. Çàâèñèìîñòüþ âåêòîðà B îò
êîîðäèíàò â ïðåäåëàõ øàðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîä âëèÿíèåì ìàãíèòíîãî
ïîëÿ øàð ïðèõîäèò âî âðàùåíèå. Ïðåíåáðåãàÿ îáðàòíûì âëèÿíèåì âðàùà�
þùåãîñÿ øàðà íà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, îïðåäåëèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü ω
âðàùåíèÿ.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàõîäèì íàïðÿ�
æåííîñòü âèõðåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

E =
1

2c

[
r
dB

dt

]
,

ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè íàáëþäåíèÿ, ïðîâåäåííûé èç öåíòðà øàðà.
Ìîìåíò ñèë, ïðèëîæåííûé ê øàðó,∫

[r× ρE]dV = −QR
2

5c

dB

dt
.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà

L =
2

5
mR2ω
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øàðà ðàâíà ìîìåíòó âíåøíèõ ñèë. Ýòî ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

dω

dt
= − Q

2mc

dB

dt
,

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äàåò ñëåäóþùåå çíà�
÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè:

ω = −QB

2mc
.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.1.Ïîêàçàòü, ÷òî èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ

çàðÿäà
∂ρ

∂t
+ div j = 0.

1.2.Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ divB = 0 è rotE = −1

c

∂B

∂t
ñîâìåñòíû.

1.3.Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ divE = 4πρ è rotB =
4π

c
j+

1

c

∂E

∂t
ñîâìåñò�

íû.
1.4.Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà è ñîîáðàæåíèÿ

ñèììåòðèè, ïîëó÷èòü çàêîí Êóëîíà.
1.5.Ïîêàçàòü, ÷òî ïîòîê âåêòîðà E ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí

íóëþ, åñëè âíóòðè ïîâåðõíîñòè îòñóòñòâóþò çàðÿäû.
1.6.Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëÿ B è E ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B = rotA, E = −1

c

∂A

∂t
−∇φ .

1.7.Ïîêàçàòü, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E â âàêóóìå â îòñóòñòâèå òî�
êîâ è çàðÿäîâ (ρ = 0, j = 0) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∇2E− 1

c2
∂2E

∂t2
= 0.

1.2. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 1.4. Äâå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíûE1 = E01 cos (ωt− kr+ α1)
è E2 = E02 cos (ωt− kr+ α2) ïîëÿðèçîâàíû âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
íàïðàâëåíèÿõ. Ñ÷èòàÿ àìïëèòóäó ýòèõ âîëí îäèíàêîâîé, íàéòè ïîëÿðèçà�
öèþ ðåçóëüòèðóþùåé âîëíû.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â êîìïëåêñ�
íîì âèäå

E1 = Re [E01e
i(kr−ωt−α1)], E2 = Re [E02e

i(kr−ωt−α2)].
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