
72

Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 
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Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 
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Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 
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Эллипс – это множество точек (х
, у), с
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из которых до двух данных точек, н
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Координатные плоскости – плоскости симметрии, начало ко-

ординат – центр симметрии.

При сечении плоскостями z = h (|h| ≥ c) образуются эллипсы 
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c
hk , которые не-

ограниченно возрастают при ∞→h . При |h| = c эллипс вырождает-

ся в точку – вершину гиперболоида, лежащую на оси Oz.
Плоскости x = h и y = h пересекают гиперболоид по гиперболам.

Если полуоси a и b равны, то он называется гиперболоидом 

вращения и получается при вращении вокруг оси Oz гиперболы 
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4. Конус (рис. 36)

 

Рис. 3.25 

 

Рис. 3.26 

 

Рис. 3.27 

 

Рис. 3.28 

Рис. 36
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 – каноническое уравнение, где a, b, c – полу-

оси конуса. Координатные плоскости – плоскости симметрии, на-

чало координат – центр симметрии.

Плоскости z = h (|h| ≠ c) пересекают конус по эллипсам 
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=+ , размеры которых неограниченно возрастают при 

∞→h . Прямая, проходящая через начало координат и любую точ-

ку M
0 
(x

0
, y

0
, z0) конуса, является прямолинейной образующей кону-

са, т. е. конус – линейчатая поверхность.
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Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 
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Эллипс – это множество точек (х
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умма расстояний каждой 

из которых до двух данных точек, н
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Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 
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Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 
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Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 

78 

 

 
2

2 CM
R

CM
R

=


=

, 

 

2
0

2
0

2

)
(

)
(

y
y

x
x

R

−
+

−
=

 –каноническое уравнение окружности радиуса R с 

центром в точке С (x0, y0) (
рис. 3.13). В

 частности, если центром является нача-

ло координат, уравнение упрощается: 

2
2

2

R
y

x

=
+

.  

Общее уравнение окружности не содержит произведения координат:  

 
0

2
2

=
+

+
+

+

K
yD

xC
yB

xA

, 

 

где А = В.  

Из него легко можно получить канонический вид методом выделения 

полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими формулами 

 

2

2
2

2

)
(

a
xa

x
a

x

+
+

=
+

; 

2

2
2

2

)
(

b
by

y
b

y

+
+

=
+

. 

 


=

+
+

+
+

0

2
2

K
yD

xC
yA

xA

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

. 

 

Здесь 

 








=


=

=


=


=
.

2

2

,
2

2

2 A
D

b
by

y
A

D

A
C

a
a

A
C

ax
x

A
C

 

 

Добавляем недостающие a
2 , b

2  (столько же вычитаем, чтобы уравнение не 

изменилось): 

 

( )

( ) ( ) ( )
0

2

22

22

22
2

2
2

2

=
+

−
−

+
+

+
+

+

A
K

A
D

A
C

A
D

A
C

A
D

A
C

y

y

x
x

, 

 

(
) (

)
2

2

2
2

2

R

y

x

A
D

A
C

=
+

+
+

. 

 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

.

Здесь

78 

 

 
2

2 CM
R

CM
R

=


=

, 

 

2
0

2
0

2

)
(

)
(

y
y

x
x

R

−
+

−
=

 –каноническое уравнение окружности радиуса R с 

центром в точке С (x0, y0) (
рис. 3.13). В

 частности, если центром является нача-

ло координат, уравнение упрощается: 

2
2

2

R
y

x

=
+

.  

Общее уравнение окружности не содержит произведения координат:  

 
0

2
2

=
+

+
+

+

K
yD

xC
yB

xA

, 

 

где А = В.  

Из него легко можно получить канонический вид методом выделения 

полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими формулами 

 

2

2
2

2

)
(

a
xa

x
a

x

+
+

=
+

; 

2

2
2

2

)
(

b
by

y
b

y

+
+

=
+

. 

 


=

+
+

+
+

0

2
2

K
yD

xC
yA

xA

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

. 

 

Здесь 

 








=


=

=


=


=
.

2

2

,
2

2

2 A
D

b
by

y
A

D

A
C

a
a

A
C

ax
x

A
C

 

 

Добавляем недостающие a
2 , b

2  (столько же вычитаем, чтобы уравнение не 

изменилось): 

 

( )

( ) ( ) ( )
0

2

22

22

22
2

2
2

2

=
+

−
−

+
+

+
+

+

A
K

A
D

A
C

A
D

A
C

A
D

A
C

y

y

x
x

, 

 

(
) (

)
2

2

2
2

2

R

y

x

A
D

A
C

=
+

+
+

. 

 

Добавляем недостающие a
2 , b2  (столько же вычитаем, чтобы 

уравнение не изменилось):

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

,0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.
.

Здесь 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

.

Если в правой части получили число отрицательное, то ок-

ружность мнимая; е
сли это число равно нулю, о

кружность вырож-

денная, т.
 е. 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

 –
 это точка с координатами 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

..

Эллипс – это множество точек (х
, у), с

умма расстояний каждой 

из которых до двух данных точек, н
азываемых фокусами, есть вели-

чина постоянная, р
авная 2а.

Чтобы получить уравнение эллипса, в
оспользуемся чертежом 

(рис. 25), р
асположив ф

окусы эллипса F 2
(−c, 0), F 1

(c, 0) н
а оси Ох 

симметрично относительно начала координат. В
ведём произволь-

ную точку искомой линии М
 (х

, у) и
 составим векторы 

{
}y

c
x

MF
r

,

1
1

−
=

=

{
}y

c
x

MF
r

,

2

2

+
=

=

(
)

2
2

1
1

y
c

x
MF

r

+
−

=

=

(
)

2
2

2
2

y
c

x
MF

r

+
+

=

=;  

{
}y

c
x

MF
r

,

1
1

−
=

=

{
}y

c
x

MF
r

,

2

2

+
=

=

(
)

2
2

1
1

y
c

x
MF

r

+
−

=

=

(
)

2
2

2
2

y
c

x
MF

r

+
+

=

=

.

Вычислим их длины:{
}y

c
x

MF
r

,

1
1

−
=

=

{
}y

c
x

MF
r

,

2

2

+
=

=

(
)

2
2

1
1

y
c

x
MF

r

+
−

=

=

(
)

2
2

2
2

y
c

x
MF

r

+
+

=

=
;   {

}y
c

x
MF

r

,

1
1

−
=

=

{
}y

c
x

MF
r

,

2

2

+
=

=

(
)

2
2

1
1

y
c

x
MF

r

+
−

=

=

(
)

2
2

2
2

y
c

x
MF

r

+
+

=

=

.

72

Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 

78 

 

 
2

2 CM
R

CM
R

=


=

, 

 

2
0

2
0

2

)
(

)
(

y
y

x
x

R

−
+

−
=

 –каноническое уравнение окружности радиуса R с 

центром в точке С (x0, y0) (
рис. 3.13). В

 частности, если центром является нача-

ло координат, уравнение упрощается: 

2
2

2

R
y

x

=
+

.  

Общее уравнение окружности не содержит произведения координат:  

 
0

2
2

=
+

+
+

+

K
yD

xC
yB

xA

, 

 

где А = В.  

Из него легко можно получить канонический вид методом выделения 

полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими формулами 

 

2

2
2

2

)
(

a
xa

x
a

x

+
+

=
+

; 

2

2
2

2

)
(

b
by

y
b

y

+
+

=
+

. 

 


=

+
+

+
+

0

2
2

K
yD

xC
yA

xA

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

. 

 

Здесь 

 








=


=

=


=


=
.

2

2

,
2

2

2 A
D

b
by

y
A

D

A
C

a
a

A
C

ax
x

A
C

 

 

Добавляем недостающие a
2 , b

2  (столько же вычитаем, чтобы уравнение не 

изменилось): 

 

( )

( ) ( ) ( )
0

2

22

22

22
2

2
2

2

=
+

−
−

+
+

+
+

+

A
K

A
D

A
C

A
D

A
C

A
D

A
C

y

y

x
x

, 

 

(
) (

)
2

2

2
2

2

R

y

x

A
D

A
C

=
+

+
+

. 

 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

.

Здесь

78 

 

 
2

2 CM
R

CM
R

=


=

, 

 

2
0

2
0

2

)
(

)
(

y
y

x
x

R

−
+

−
=

 –каноническое уравнение окружности радиуса R с 

центром в точке С (x0, y0) (
рис. 3.13). В

 частности, если центром является нача-

ло координат, уравнение упрощается: 

2
2

2

R
y

x

=
+

.  

Общее уравнение окружности не содержит произведения координат:  

 
0

2
2

=
+

+
+

+

K
yD

xC
yB

xA

, 

 

где А = В.  

Из него легко можно получить канонический вид методом выделения 

полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими формулами 

 

2

2
2

2

)
(

a
xa

x
a

x

+
+

=
+

; 

2

2
2

2

)
(

b
by

y
b

y

+
+

=
+

. 

 


=

+
+

+
+

0

2
2

K
yD

xC
yA

xA

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

. 

 

Здесь 

 








=


=

=


=


=
.

2

2

,
2

2

2 A
D

b
by

y
A

D

A
C

a
a

A
C

ax
x

A
C

 

 

Добавляем недостающие a
2 , b

2  (столько же вычитаем, чтобы уравнение не 

изменилось): 

 

( )

( ) ( ) ( )
0

2

22

22

22
2

2
2

2

=
+

−
−

+
+

+
+

+

A
K

A
D

A
C

A
D

A
C

A
D

A
C

y

y

x
x

, 

 

(
) (

)
2

2

2
2

2

R

y

x

A
D

A
C

=
+

+
+

. 

 

Добавляем недостающие a
2 , b2  (столько же вычитаем, чтобы 

уравнение не изменилось):

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

,0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.
.

Здесь 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

.

Если в правой части получили число отрицательное, то ок-

ружность мнимая; е
сли это число равно нулю, о

кружность вырож-

денная, т.
 е. 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

.

 –
 это точка с координатами 

0

2
2

=
+

+
+

+

A
K

y
A

D
x

A
C

y
x

0

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

=
+










−









−









+

+
+









+

+

A
K

А
D

А
С

А
D

y
A

D

у

А
С

х
А

С
х

2
2

2 2

R

A
D

y

А
С

х

=








 +
+









 +

A
K

А
D

А
С

R

−








+









=

2

2

2

2

2

0

2

2

2

=








 +
+









 +

A
D

y

А
С

х

A
C

x
2−=

,
A

D

y
2−=

..

Эллипс – это множество точек (х
, у), с

умма расстояний каждой 

из которых до двух данных точек, н
азываемых фокусами, есть вели-

чина постоянная, р
авная 2а.
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Из него легко можно получить канонический вид методом вы-

деления полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 

формулами
(x + a)2  = x

2  + 2xa + a
2 ;    

(y + b)2  = y
2  + 2by + b

2 .

Ax2  + Ay2  + Cx + Dx + K = 0 
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Если в правой части получили число отрицательное, то ок-

ружность мнимая; е
сли это число равно нулю, о

кружность вырож-

денная, т.
 е. 
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 –
 это точка с координатами 
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Эллипс – это множество точек (х
, у), с

умма расстояний каждой 

из которых до двух данных точек, н
азываемых фокусами, есть вели-

чина постоянная, р
авная 2а.

Чтобы получить уравнение эллипса, в
оспользуемся чертежом 

(рис. 25), р
асположив ф

окусы эллипса F 2
(−c, 0), F 1

(c, 0) н
а оси Ох 

симметрично относительно начала координат. В
ведём произволь-

ную точку искомой линии М
 (х
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