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§ 1. Введение

Рассматривается следующий класс эллиптических задач:{
−div

(
a(x, u,∇u) + Φ(u)

)
+ g(x, u,∇u) +H(x,∇u) = f в Ω,

u = 0 на ∂Ω,
(1.1)

где Ω – ограниченное открытое подмножество RN , N > 1. Под −div(a(x, u,∇u))
понимается оператор Лере–Лионса, действующий из W 1,p

0 (Ω) в двойственное
пространство W−1,p′

(Ω), где p′ := p/(p − 1), а функция a(x, u,∇u) растет не
быстрее |∇u|p−1 относительно ∇u. Этот оператор коэрцитивен. Далее, g и H –
функции Каратеодори, удовлетворяющие некоторым условиям, а функция Φ
предполагается только непрерывной на R. Наконец, функция f принадлежит
L1(Ω). Изучение дифференциальных уравнений и вариационных задач такого
вида вызывает все больший интерес в последние годы. Этим задачам уделяет-
ся особое внимание из-за их приложений в математической физике. Они мо-
делируют явления, возникающие в теории упругости и электрореологических
жидкостей (называемых также “умными жидкостями”).

Для преодоления возникающих здесь трудностей мы используем понятие пе-
ренормированного решения. Это понятие было введено в работе Р. ди Перна
и П.-Л. Лионса [1], посвященной уравнению Больцмана (см. также [2] о при-
ложениях к моделям гидромеханики), а также Л.Боккардо с соавторами [3]
в случае, когда правая часть f принадлежит W−1,p′

(Ω), Дж. Ракотосоном [4]
если она принадлежит L1(Ω), Ж. Даль Мазо с соавторами [5], когда f – произ-
вольная мера, см., кроме того, работу М.Ф. Бетта и соавторов [6].

Линейный случай (т. е. p = 2) исследовался в [7], где существование и един-
ственность решения были получены без каких-либо предположений о коэрци-
тивности. Что касается нелинейного случая, существование решений зада-
чи (1.1) было доказано в [8], [9] для f из W−1,p′

(Ω) и в [9] для f – произвольной
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меры Радона ограниченной вариации. Существование решения получено при
условии, что норма f в надлежащих пространствах на Ω достаточно мала. Та-
кие результаты установлены при H ≡ Φ ≡ 0. Вопросам существования реше-
ний задачи (1.1) посвящена обширная литература. Например, в вариационном
случае (т. е. для f ∈ W−1,p′

(Ω)) такие результаты содержатся в [10], изучение
случая f ∈ L1(Ω) было начато в [11]–[13], а еще один результат о существовании
решений (1.1) имеется в [14] (см. библиографию там).

Первые результаты о существовании решениий задачи (1.1) при H ̸= 0 и
Φ ≡ 0 были получены в [15], где предполагалось, что функция g не зависит от
градиента, а затем в [16], причем в обоих случаях с помощью техники пере-
становок. Недавно один из авторов [17] доказал существование энтропийных
решений задачи (1.1). По поводу другого подхода, использующего свойства
эллиптических и параболических задач в контексте пространств Орлича и со-
болевских пространств, отсылаем читателя к [18], [19]. О смежных вопросах
см. также [20], [21].

Цель настоящей работы – доказать существование перенормированных ре-
шений для некоторого класса задач (1.1) с тремя членами низшего порядка
в случае, когда правая часть принадлежит L1(Ω) и Φ ̸≡ 0. Предполагается,
что функция g(x, s, ξ) имеет в точности естественный рост (т. е. рост поряд-
ка p), но не налагается никаких условий на ее рост по s, кроме условий на
знак и условия коэрцитивности. Функция H(x, ξ), описывающая конвекцию,
предполагается растущей не быстрее |ξ|p−1.

Структура работы следующая. В § 2 уточнены необходимые для нашего
исследования условия, налагаемые на a(x, s, ξ), g(x, s, ξ), H(x, ξ), Φ(s) и f(x),
и определено понятие перенормированного решения задачи (1.1). Основные
результаты сформулированы в § 3.

§ 2. Предположения о данных и
определение перенормированного решения

Следующие предположения считаются выполненными на протяжении всей
работы. Функционал −div(a(x, u,∇u)) понимается как оператор Лере–Лионса
из W 1, p

0 (Ω) в W−1, p′
(Ω), где p′ = p/(p − 1) – сопряженный к p показатель, а

функция Каратеодори
a : Ω× R× RN → RN

строго возрастает по ξ, т. е.

(a(x, s, ξ)− a(x, s, η))(ξ − η) > 0 (2.1)

для всех (ξ, η) ∈ RN × RN при ξ ̸= η, всех s ∈ R и почти всех x ∈ Ω, а также
удовлетворяет условию коэрцитивности: для почти всех x ∈ Ω, всех s ∈ R и
всех ξ ∈ RN имеем

a(x, s, ξ)ξ > α|ξ|p, (2.2)

где α – строго положительная константа. Кроме того, функция a удовлетворяет
условию на рост

|a(x, s, ξ)| 6 β
[
k(x) + |s|p−1 + |ξ|p−1

]
(2.3)
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для почти всех x ∈ Ω, всех (s, ξ) ∈ R×RN , некоторой положительной функции
k(x) ∈ Lp′

(Ω) и некоторого β > 0.
Далее, пусть g(x, s, ξ) : Ω×R×RN → R и H(x, ξ) : Ω×RN → R – две функции

Каратеодори, удовлетворяющие для почти всех x ∈ Ω и всех s ∈ R, ξ ∈ RN ,
следующим условиям:

|g(x, s, ξ)| 6 L1(|s|)(L2(x) + |ξ|p), (2.4)
g(x, s, ξ)s > 0, (2.5)

где L1 : R+ → R+ – непрерывная возрастающая функция, а L2(x) положитель-
на и принадлежит L1(Ω),

∃ δ > 0, ν′ > 0: |g(x, s, ξ)| > ν′|ξ|p при |s| > δ, (2.6)
|H(x, ξ)| 6 b(x)|ξ|p−1, (2.7)

где b(x) положительна и принадлежит Lr(Ω) при некотором r > max(N, p),

Φ ∈ C0(R,RN ). (2.8)

Отметим, что никаких условий роста на функцию Φ не налагается. Поэтому
для функций u ∈W 1,p

0 (Ω) выражение div Φ(u) может быть не определено даже
в смысле обобщенных функций. Про правую часть уравнения (1.1) предпола-
гается, что

f ∈ L1(Ω). (2.9)

Замечание 2.1. Для γ > 0 обозначим через Tγ : R → R обычное обрезание
на уровне γ, т. е.

Tγ(s) =

{
s |s| 6 γ,

γ sign(s), |s| > γ.

Рассмотрим измеримую функцию u : Ω → R, конечную почти всюду и такую,
что Tγ(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) при каждом γ > 0. Тогда существует (см., например,
[22, лемма 2.1]) единственная измеримая функция ν : Ω → RN , конечная почти
всюду и такая, что для любого γ > 0 имеем

∇Tγ(u) = νχ{|u|6γ} (2.10)

почти всюду в Ω. Мы полагаем градиент ∇u функции u по определению рав-
ным ν и пишем ∇u = ν. Заметим, что это определение не совпадает с определе-
нием градиента в смысле обобщенных функций. Однако если ν ∈ (Lloc(Ω)1)N ,
то u ∈W 1,1

loc (Ω) и ν является градиентом u в смысле обобщенных функций.

Определение 2.2. Измеримая функция u : Ω → R называется перенорми-
рованным решением задачи (1.1), если

Tk(u) ∈W 1,p
0 (Ω) ∀ k > 0, (2.11)

lim
m→∞

∫
m6|u|<m+1

a(x, u,∇u)∇u dx = 0 (2.12)
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