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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ

çàíÿòèé è îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïî êóðñó ¾Ýëåêòðîäè-

íàìèêà¿ äëÿ ñòóäåíòîâ 3-ãî êóðñà �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà. Äàííîå èçäà-

íèå îðèåíòèðîâàíî ãëàâíûì îáðàçîì íà ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèé 03.03.03

� ¾�àäèî�èçèêà¿ è 11.03.04 � ¾Ýëåêòðîíèêà è íàíîýëåêòðîíèêà¿.

Â ó÷åáíîì ïëàíå êóðñó ¾Ýëåêòðîäèíàìèêà¿ îòâîäèòñÿ 120 ÷àñîâ àóäè-

òîðíûõ çàíÿòèé, èç íèõ 50 ÷àñîâ � ïðàêòè÷åñêèõ, íà êîòîðûõ èçó÷åíèå

ìàòåðèàëà îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè çàäà÷. Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ðóêîâîäñòâî ê òàêèì çàíÿòèÿì è ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé íà-

áîð çàäà÷, óìåíèå ðåøàòü êîòîðûå íåîáõîäèìî äëÿ óñïåøíîãî îâëàäåíèÿ

ìàòåðèàëîì ïåðâîé ÷àñòè êóðñà � òåîðèåé ñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ ïîëåé.

Â ãëàâå ¾Âåêòîðíûé àíàëèç¿ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, ñïîñîáñòâó-

þùèå îâëàäåíèþ îñíîâíûìè ïðèåìàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðíûõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé è èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ èíòåãðàëüíûõ

àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé � òåîðåìû �àóññà - Îñòðîãðàäñêîãî è òåîðå-

ìû Ñòîêñà.

Â ðàçäåëå ¾Ýëåêòðîñòàòèêà¿ èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû ðàñ÷åòà ïî-

ëåé ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì çàðÿäîâ. Íàðÿäó ñ èíòåãðàëüíûìè ìåòîäàìè

ðàñ÷åòà � òåîðåìîé �àóññà è ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè ïîëåé � ïðåäëàãà-

åòñÿ íàáîð çàäà÷ íà èñïîëüçîâàíèå îáùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëàïëàñà

è Ïóàññîíà, à òàêæå ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé

íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ è ïðîâîäíèêîâ � ìåòîäà èçîáðàæåíèé.

Â ðàçäåëå ¾Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå¿ òàêæå ïðåäñòàâëåíû çàäà-

÷è íà èñïîëüçîâàíèå êàê èíòåãðàëüíûõ �îðìóë Áèî � Ñàâàðà è çàêîíà

Àìïåðà, òàê è äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Äîïîëíèòåëüíûé íàáîð çàäà÷ ìîæíî íàéòè â êíèæíûõ èçäàíèÿõ, â

÷àñòíîñòè, â ñáîðíèêàõ çàäà÷ [1�3℄, ïðèâåäåííûõ íèæå â ñïèñêå ðåêîìåí-

äóåìîé ëèòåðàòóðû. Îáðàùåíèå ê êíèæíûì èçäàíèÿì ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-

äèìîé ÷àñòüþ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû íàðÿäó ñ àêòèâíûì îñâîåíèåì

êóðñà ëåêöèé è ðåøåíèåì çàäà÷, ïðåäëàãàåìûõ íà ïðàêòèêå è â êà÷åñòâå

äîìàøíèõ çàäàíèé.
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ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòîãî âåêòîðà â äåêàðòîâûõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è

ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä:
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. (4)

Îïåðàöèè gradϕ, div a è rota ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ∇:

gradϕ = ∇ϕ, div a = (∇ · a), rota = [∇× a].

Âàæíåéøèì óðàâíåíèåì ýëåêòðîäèíàìèêè ïîñòîÿííûõ ïîëåé ÿâëÿåò-

ñÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïî-

òåíöèàë â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ãäå ñâîáîäíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ

íåò,

∆ϕ = 0, (5)

ãäå ∆ � ëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà (êâàä-

ðàò îïåðàòîðà ∇). ßâíîå âûðàæåíèå ýòîãî îïåðàòîðà â äåêàðòîâîé, öè-

ëèíäðè÷åñêîé è ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò èìååò âèä:

∆ = ∇2 =
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Óðàâíåíèå Ëàïëàñà (5) â òî÷êàõ, ãäå åñòü ïðîñòðàíñòâåííûé çàðÿä, ïðå-

âðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå ñ íåîäíîðîäíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, íàçûâàåìîå óðàâ-

íåíèåì Ïóàññîíà

∆ϕ(r) = f(r). (7)

×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ �óíêöèè

�ðèíà óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà G(r, r′), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (7) ñ

δ-îáðàçíîé íåîäíîðîäíîñòüþ

∆G(r, r′) = δ(r− r′). (8)
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�åøåíèå óðàâíåíèÿ (8) (êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå

ìåòîäîì Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ) èìååò âèä:

G(r, r′) = − 1

4π|r− r′| . (9)

Ñ åãî ïîìîùüþ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ(r) =

∫

G(r, r′)f(r′)dr′ = − 1

4π

∫

f(r′)dr′

|r− r′| , (10)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Âîîáùå ãîâîðÿ, ê

ýòîìó âûðàæåíèþ ìîæíî äîáàâèòü ëþáóþ �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (5) (íàïðèìåð, ëèíåéíóþ �óíêöèþ äåêàðòîâûõ êîîð-

äèíàò). Îäíàêî äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî ïî-

ëÿ, ñîçäàâàåìûå êîíêðåòíûìè ìàòåðèàëüíûìè èñòî÷íèêàìè, ïëîòíîñòü

êîòîðûõ è îïèñûâàåò �óíêöèÿ f(r′) â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â

(7), è â îòñóòñòâèå êîòîðûõ (ò. å. ïðè f(r′) ≡ 0) ïîëå ϕ(r) îáðàùàåòñÿ â

íóëü.

Îñíîâíûìè èíòåãðàëüíûìè òåîðåìàìè ýëåêòðîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ

òåîðåìà Îñòðîãðàäñêîãî � �àóññà è òåîðåìà Ñòîêñà. Ýòè òåîðåìû ëåæàò

â îñíîâå èíâàðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ äèâåðãåíöèè è ðîòîðà âåêòîðíîãî

ïîëÿ. Òåîðåìà �àóññà � Îñòðîãðàäñêîãî ãëàñèò:

∮

S

(a · dS) =
∫

V

div a dV. (11)

Èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ a â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåí-

ñòâà âû÷èñëÿåòñÿ ïî îáúåìó, îãðàíè÷åííîìó çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ,

ïîòîê âåêòîðà ÷åðåç êîòîðóþ âû÷èñëÿåòñÿ â ëåâîé ÷àñòè.

Òåîðåìà Ñòîêñà ãëàñèò:

∮

L

(a · dl) =
∫

S

(rota · dS). (12)

Ïîâåðõíîñòü S, ÷åðåç êîòîðóþ âû÷èñëÿåòñÿ ïîòîê ðîòîðà âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, îïèðàåòñÿ íà êîíòóð, öèðêóëÿöèÿ

ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ýòîãî æå âåêòîðíîãî ïîëÿ â ëåâîé ÷àñòè.

Íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè îáðàçóåò ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà

êîíòóðà ïðàâîâèíòîâóþ ñèñòåìó.
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Çàäà÷è ê ãëàâå 1

Çàäà÷à 1.1. Ïîêàçàòü, ÷òî

div rotA(r) = 0; rot grad f(r) = 0.

�åøåíèå. Èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòü öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè âåêòî-

ðîâ â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè, ïîëó÷èì:

div rotA(r) = (∇ · [∇×A(r)]) = ([∇×∇] ·A(r)) = 0,

ïîñêîëüêó îïåðàòîð [∇ × ∇] ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì âåêòîðíûì

îïåðàòîðîì, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîñòü âòîðûõ

÷àñòíûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîðÿäêîì äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 1.2. Äîêàçàòü äè��åðåíöèàëüíûå òîæäåñòâà:

à) grad(fϕ) = ϕ grad f + f grad ϕ; á) div(ϕA) = ϕdivA + (A ·
gradϕ);

â) rot(ϕA) = ϕrotA + [gradϕ × A]; ã) div[A × B] = (B · rotA) −
(A · rotB);

ä) rot[A×B] = AdivB−BdivA+ (B · ∇)A− (A · ∇)B;

å) grad(A ·B) = [A× rotB] + [B× rotA] + (A · ∇)B+ (B · ∇)A;

æ) rot rotA = grad divA−∇2A.

�åøåíèå. Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ∇ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî îí è âåê-

òîð, è äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì ñ ó÷åòîì ïðà-

âèë äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ (ñòðåëêîé ìîæíî óêàçûâàòü, íà

êàêîé èç ñîìíîæèòåëåé äåéñòâóåò äè��åðåíöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ):

à) grad(fϕ) = ∇(fϕ) = ∇(
↓
f ϕ) +∇(f

↓
ϕ) = ϕ grad f + f grad ϕ;

á) div(ϕA) = (∇ · (ϕA)) = (∇ · (
↓
ϕ A)) + (∇ · (ϕ

↓
A)) = (A · gradϕ) +

+ϕdivA;

â) rot(ϕA) = [∇×ϕA] = [∇×
↓
ϕ A]+[∇×ϕ

↓
A] = [gradϕ×A]+ϕrotA;
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