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Исследуются вопросы разложения в ряд по собственным функциям одной несамосопряженной задачи. Рассмотрены регулярный и не-

регулярный случаи. Получены результаты для нерегулярного случая. Основной результат статьи заключается в определении класса функ-
ций, для которого возможно 2n-кратное разложение в равномерно сходящиеся ряды по собственным функциям. Явно найдены коэффици-
енты данного разложения в случае простых собственных чисел. Новизна результатов состоит в том, что рассмотренный нерегулярный 
случай является более общим, из него вытекают все ранее полученные результаты. 

 
Ключевые слова: ядро резольвенты, нерегулярный, краевая, спектральный параметр, разложение в равномерно сходя-

щиеся ряды, функция Грина, расширяющийся контур, собственные функции. 
 
The article is dedicated to questions of the decomposition in row on eigenfunction one unselfassociate problems. They are distinguished regular 

and irregular events given problems and are received results for unregular event. The main result of the article is concluded in determination of the 
class function, for which possible 2n-multiple decomposition in evenly-reconverginging rows on own function. Also obviously founded factors given 
decompositions in the event of simple own чисел. Result novelty of given article consists in that that considered irregular event is more general, from 
which result all earlier got results. 
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by Grin, expanding sidebar, eigenfunctions. 
 
В пространстве ],0[2 aL  рассмотрим краевую зада-

чу 0H , порождаемую дифференциальным уравнением: 
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Будем считать в дальнейшем, что функции 

],0[)( aCxq ∈ , n
aCx 2

],0[)( ∈ρ , причем при ax > , 1)( ≡ρ x , 

0)()( ≡≡ xgxq ; при ax ≤≤0  0)( >ρ x . Случай, когда 
1)( ≠ρ a  будем называть регулярным, 1)( =ρ a  – нере-

гулярным. 
В дальнейшем будем рассматривать нерегулярный 

случай. 
Для 1=n  аналогичная задача, когда 1)( ≡ρ x , рас-

сматривалась в [1, 2], где в [1] показано, что система 
собственных функций задачи полна, и изучена асим-
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класс функций, допускающих разложение в равно-
мерно сходящиеся ряды по собственным функциям 
задачи. Для уравнений n2 -го порядка случай, когда 

1)( ≡ρ x , рассмотрен в [3, 4]. 

Цель настоящей статьи – определение класса функ-
ций, для которых возможно n2 -кратное разложение в 
ряд по собственным функциям данной задачи. 
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Доказательство. Из определения класса функций 
µD  следует, что )(xf  удовлетворяет краевым усло-

виям задачи 0H . Пусть 0λ=λ  – регулярное значе-
ние, тогда при этом значении 0λ  существует функция 

Грина (т.е. существует обратный оператор 1
0

−
λL ). 

Применив к обеим частям (1) оператор 1
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Разделив это тождество на n2
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Чтобы полностью доказать лемму, для )(0 xlfRλ  

напишем равенство, заменив f  на lf
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Повторяя  эти рассуждения m  раз, придем к (2). 
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тата применения )1( −m -й итерации оператора l  к 

функции lf
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1 . 

Пусть νH  – ганкелева матрица n2 -го порядка, у 
которой элементы с суммой индексов ν  равны 1, а 
остальные – нулю. Нумерация элементов начинается с 
нуля.  
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Элементы матрицы ),( µλnF  – однородные поли-
номы по λ  и µ  степени не выше 22 −n . 

Теорема. Пусть µ∈Dxf j )( , 
__________

12,0 −= nj , 

nm2=µ  и 1
],0[)(),( −µ∈ρ aCxxq . Тогда при 1+> nm  эти 

функции допускают разложение в равномерно сходя-
щиеся ряды по собственным функциям )(xpϕ  задачи 

0H  вида 

∑ ϕλ=
∞

=1
)()(

p
p

j
ppj xCxf , (

__________
12,0 −= nj ).  (7) 

)(),()()()(2

)()()(

1,1,
0

212

0

12

0

12

aFadtttn

dttftt
C

pppnp
a

ð
n

p

a n

j
j

jn
pp

p
Τ−

−

=

−−

ΦλλΦ+∫ ϕ⋅ρ⋅λ

∫ ∑ ⋅λρϕ
=

в случае простого полюса pλ , 

)](),...,([)( )1(
1, ààà n

ppp
−ϕϕ=Φ ; ),( ppnF λλ  определяется 

формулой (6). 
Доказательство. Определим функцию 

( )∑ ρ⋅λ⋅λ−=λ
−

=
λ

−−12

0

012 )()(),(
n

k
k

knj
j xxfRxF ,  

__________
12,0 −= nj .          (8) 

Используя лемму, перепишем (8) в виде 

),()(),(
12

0 1 λ+∑
λ

=λ
−

= +−
xgxfxF j

n

k jk
k

j ,     (9) 

где =λ),(xg j  

)1(21

0

1

1 2

12

0

1

1...11...11

−++−

λ

−

=

−

=

−−

λ



















ρρ

−∑
λ



















ρρρ

∑ λ= mnjk

ðàçm

m

r nr

ðàçr

n

k

kj

lfllRlfll



. 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»

Перейти на страницу с полной версией»

Перейти на страницу с полной версией»

http://rucont.ru/efd/308034
http://rucont.ru/efd/308034


ISSN 0321-3005 ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ. СЕВЕРО-КАВКАЗСКИЙ РЕГИОН.     ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ.  2011.   № 5  
 

 7 

Рассмотрим интеграл 

∫ λλ
π

=
ΓN

dxF
i

I jN ),(
2
1 , NΓ∈λ ,     (10) 

где функция ),( λxFj  определена по формуле (9), а 

NΓ  – последовательность расширяющихся контуров 
в комплексной плоскости λ , на которых ядро резоль-
венты ),,(0 λtxR  допускает оценку [5] 
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Так как nrkj 2≠−  ( 1≥r ) ( nrkj 2<− ), то 
121 ≠++− nrjk , поэтому в силу теоремы Коши 

можно заключить, что 
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В силу теоремы Коши и оценки (11) на контурах 
NΓ  выполняется неравенство: 
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Поэтому достаточно положить, что 1+> nm . То-
гда равномерно по ],0[ ax∈  

0→∫ λ
ΓN

dg j  при ∞→N .        (13) 

С другой стороны, как и выше, получим равенство 
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Сопоставляя (12) и (14), убеждаемся в справедли-
вости разложения (7). 

Теорема доказана. 
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2
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=≤ nmnnnmn N

C

N

C . 

Поэтому достаточно положить, что 1+> nm . То-
гда равномерно по ],0[ ax∈  

0→∫ λ
ΓN

dg j  при ∞→N .        (13) 

С другой стороны, как и выше, получим равенство 
( )

0

),(Relim
λ=λ∞→

∑ λ=
k

jN
N

xFsI .     (14) 

Сопоставляя (12) и (14), убеждаемся в справедли-
вости разложения (7). 

Теорема доказана. 
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Рассматривается функционально-дифференциальное уравнение n-го порядка со сосредоточенным и распределенным запаздыванием с 
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The article studies the functional and differential n-order equation with concentrated and distributed delay and with periodic unlimited opera-

tional coefficients and deviation of arguments in Gilbert space. There are cleared out conditions of existence of periodic solution with the help of 
Grin's function for the given equation. The theorem of the existence of the only periodic solution of given equation is proved out. 
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Необходимые и достаточные условия существова-

ния h-периодических решений уравнения   

[ ] ),()(
0

),()( tFtXtdRtX +τ−∫
σ

τ=′      (1) 

),,(),( τ=τ+ tRhtR  ),()( tFhtF ≡+  h>0, получе-
ны в [1].  

В [2] рассмотрены ненулевые решения однородно-
го периодического уравнения (1): ),(tYeX pt=  

),()( tYhtY ≡+  называемые решениями Флоке; асим-
птотические разложения произвольного решения од-
нородного уравнения (1) по решениям Флоке – в [1]. 

В [3] рассматривается операторное уравнение 
f(t)Ax(t)(t)x =−′  с периодической правой частью 

)()( Ttftf +≡  и выясняются условия существования 
периодических решений этого уравнения. Доказана 
теорема о существовании единственного T-периоди-
ческого решения x(t). В случае уравнения 2-го поряд-
ка аналогичные вопросы частично затронуты в [4]. 

Вопросы разрешимости уравнения с T-
периодической правой частью  

∑ =−
=

m

j
thj tftuStA

dt
tdu

i j0
)( )()()()(1

 

и уравнения с T-периодическими операторными ко-
эффициентами и отклонениями аргумента 

[ ]∑ =+−
=

+
m

j
thhjj tftuStAA

dt
tdu

i jj0
)( )()()()(1

 

рассмотрены в работе [5]. 
Данная статья посвящена выяснению условий су-

ществования периодического решения функциональ-
но-дифференциального уравнения n-го порядка  

( ) RttftuDSdASA

tuDtuL
n

k

m

j
k
t

b

a
khkj

n
t

n
p

kj
∈τ∑ ∑ =∫ τ+−

−≡
−

= =
τ ,,)()()(  

)()(
1

0 0

 (2) 

с неограниченными операторными коэффициентами 
Akj , области определения которых принадлежат гиль-

бертову пространству X, область значений – гильбер-
тову пространству Y; a, b – вещественные числа, a<b; 

;, ⋅≥⋅⊂ YXYX

;1);()(;
dtk
d k

ik
DktkjhtutuS

kjhconstkjh =−≡=

;00 =hk ,...,m.,j,...,n,k 10,110 =−=  
Последнее условие позволяет включить в уравне-

ние (2) и уравнение без отклонений  аргументов, т.е.  

 
применить полученные результаты к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям и к системам тако-
вых. Предполагается, что f(t) – ω -периодическая 
функция; YYAk →τ :)( , YYAkj →: – замкнутые неог-

раниченные операторы; YXAk →τ :)( , YXAkj →:  – 
ограниченные операторы, k=0,1,…, n–1,  j=0,1,…,m. 

В случае уравнения только со сосредоточенным за-
паздыванием аналогичные вопросы рассмотрены в [6]. 

Под решением уравнения (2) понимается функция 
Xtu ∈)( , имеющая сильно абсолютно непрерывную 

(n–1)-ю производную в Y,  удовлетворяющая уравне-
нию почти всюду. 

Речь идет о периодических решениях уравнения 
(2) в пространстве  
X ,0

n,0
)( ω ={u(t), u(t)=u(t+ω ),  
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с правой частью f(t), принадлежащей пространству  
Y ,

0,0
)(0 ω ={u(t), u(t)=u(t+ω ), 

∞<







∫=
ω

ω

2
1

0

21 )(  dttuu(t) Y }. 

Для выяснения вопроса существования ω -
периодических решений уравнения (2) рассмотрим 
полную ортогональную систему функций 
{ }.1  ,/2),exp( ,..0,lletei ±=ωπ=ΩΩ  в гильбертовом 
пространстве ),0(2 ωL  и разложение функций u(t) и  
f(t) в ряд по этой системе. 

Будем искать периодическое решение уравнения 

(2) в виде ряда Фурье .),exp()( Rttiutu e
l

l ∈Ω∑=
∞

−∞=
 

Подставляя разложения f(t), u(t),  

),exp()()( tiutuD ee
k

l
l

k
t ΩΩ∑=

∞

−∞=  
k=0,1,…,n–1, и 

)exp()exp()()( tihiutuDS ekjee
k

l
l

k
thkj

ΩΩ−Ω∑=
∞
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в 

уравнение (1), получим 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-
пенях показательной функции, получим равенство 
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где YXE →:  –   единичный оператор. 
При условии, что спектр оператора   
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Таким образом,  
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где оператор  XYRn →:  будем называть резоль-
вентным для оператора Ap .  

Заметим, что если уравнение 00 =ϕRn  имеет не-
нулевое решение X∈ϕ0 , то число eΩ  принадлежит 
спектру оператора Ap

. 

Заметим также, что в силу вложения YX ⊂  можно 
говорить и об операторе YYRn →: . Внося в пра-
вую часть (4) значение коэффициентов Фурье f l
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равномерно сходящийся  ряд ω –периодических 
функций. Вычитая из обеих частей (5) функцию 

Et)(ξ , выделяя далее слагаемое при  l=0, получим 

=Ω∑Ω
ω

−

−Ω∑
ω

=ξ−

≠

−

∞

−∞=

Eti

tiREttG

e
l

n
e

e
l

n

)exp(1

)exp(1)()(

0

 

),exp()(1

)(1

0

0
00

1

tiER

dAA

e
n

en
l

m

j

b

a
j

ΩΩ−∑
ω

+

+












∑ ∫ τ

ω
−=

−

≠

=

−

+

 

+













∑ ∫ τ

ω
−ξ=

=

−

+
m

j

b

a
j dAAEttG

0
00

1

)(1)()(

  [ ] ).exp()(
0

tiER ene
n

l

n
e Ω−Ω∑Ω+

≠

−

  

Складывая и вычитая внутри квадратных скобок 
выражение 
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Для ряда  
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можарантным будет ряд 
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Поэтому, если требовать выполнение условий  

Xn
k Rl = О(1), 1,...1,0 −= nk , 

Yn
n Rl = О(1), ∞→l , (7)  
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