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Предисловие 

 
        Дидактический потенциал популярной в мире математической програм-
мной среды GeoGebra определяется ее динамическими возможностями пред-
ставления геометрических объектов. Использование GeoGebra в средней 
школе и в вузе способствует созданию творческой атмосферы на занятиях и 
дает возможность: 
        1) достаточно просто, быстро и качественно создавать статичные гео-
метрические чертежи, а также формировать динамические модели, позволя-
ющие в реальном времени визуализировать и изменяемые данные, и резуль-
таты действий над ними; 
        2) проводить экспериментальную проверку правильности сформулиро-
ванных утверждений на динамических моделях до проведения соответству-
ющих доказательств. Практика показывает, что при правильно построенной 
модели и известных теоретических результатах они всегда совпадают с экс-
периментальными результатами; 
        3) проводить экспериментальную проверку выдвинутых гипотез, доказа-
тельства которых еще неизвестны или их не удалось найти в источниках. Та-
кая проверка значительно повышает правдоподобность любой выдвинутой 
гипотезы, хотя и не отменяет необходимость ее доказательства; 
        4) быстро знакомить обучающихся как на основных, так и на факульта-
тивных занятиях с интересными геометрическими фактами, не входящими в 
ту или иную основную программу; 
        5) использовать замену доказательств экспериментальной проверкой 
правильности утверждений при реализации различных коррекционных про-
грамм, а также на дополнительных занятиях с плохо успевающими ученика-
ми; 
        6) создавать качественные наглядные пособия и чертежи по геометрии.  
 

        В предлагаемом учебном пособии обсуждаются основные возможности 
программного обеспечения GeoGebra, которое позволяет достаточно просто 
создавать разнообразные динамические объекты для их использования на за-
нятиях по математике в средней школе на любых уровнях образования или в 
вузе. При этом, под динамичностью понимается возможность ручного или 
автоматического “проигрывания” этапов построения модели или возмож-
ность оперативного изменения готовой модели при изменении значений ее 
конкретных параметров.  
 

        Использование динамичности для проигрывания этапов построения мо-
дели может использоваться учителем для предварительного создания слож-
ных геометрических чертежей. Последующая работа по поэтапному воссо-
зданию чертежа перед учениками уже не требует от него каких-либо усилий, 
кроме нажатия кнопок, позволяя полностью сосредоточиться на объяснении 
самого построения и доказательстве тех или иных утверждений, если прово-
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дить их требуется. В качестве примера можно рассмотреть, скажем, построе-
ние сечений многогранников методом следов. Заранее подготовленный чер-
теж исключит потери времени на оперативную правку возможных неточно-
стей при его создании непосредственно на уроке. 
        Использование динамичности второго типа, когда модель может изме-
няться вместе с теми или иными параметрами, помогает учителю подводить 
учеников к самостоятельному формулированию того или иного утверждения. 
В данном случае построение чертежа может быть лабораторным заданием и 
для самого ученика. Изменяя параметры модели, он наверняка обратит вни-
мание на имеющиеся инварианты, то есть остающиеся неизменными свой-
ства модели, а это уже прямая и несложная дорога к формулированию неко-
торого утверждения (теоремы). Остальное в руках учителя, проводить дока-
зательство или не делать этого зависит от реализуемой им программы обуче-
ния. Рассмотрим пример. Пусть около окружности описан правильный ше-
стиугольник. Если соединить диагоналями его противоположные вершины, 
то получим, что все они пересекаются в одной точке, и в данном случае – это 
центр окружности. Пусть ученик описал вокруг окружности некоторый ше-
стиугольник (убрали слово “правильный”). Соединив противоположные вер-
шины диагоналями, он наверняка обратит внимание, что они снова пересе-
каются в одной точке. Тем самым он “переоткрыл” теорему Брианшона (для 
окружности). Используя динамичность модели, можно легко убедиться, что 
теорема остается справедливой и в случаях, когда шестиугольник вырожда-
ется в пятиугольник или четырехугольник. С продвинутым учеником или 
студентом можно продолжить исследования и дальше, предложив заменить в 
рассмотренной задаче окружность эллипсом или другим коническим сечени-
ем и т. д.  
        Пособие ориентировано на школьников, студентов, аспирантов, учите-
лей, преподавателей вузов и может быть использовано на семинарских заня-
тиях по специальным и факультативным курсам, связанным с динамической 
математикой. Большая часть материала пособия доступна ученикам средних 
и старших классов школ, которые обучаются как по общеобразовательным, 
так и по специализированным программам.  
        Пособие создано в рамках выполнения исследований по грантам РФФИ 
№ 15-41-03262_p_центр_а, № 16-41-710194_p_центр_а, и издано при финан-
совой поддержке этого гранта.  
       Авторы признательны всем людям, которые ознакомились с различными 
частями рукописи и внесли полезные предложения по их улучшению. Осо-
бенно хотелось бы поблагодарить коллег по работе: Монахова В. М., Абду-
разакова М. М., Шулюпова В. А., Реброву И. Ю., Титова А. В., Ванькову В. 
С., Мартынюк Ю. М., Ваныкину Г. В., Сундукову Т. О., Лапицкую Л. П., То-
рину Е. Г., Даниленко С. В. и др. С авторами пособия можно связаться по 
электронной почте: 
 

        esayanalbert@mail.ru         dobrovol@tspu.tula.ru  
        elena-sedova@yandex.ru     yakushin@tspu.tula.ru 
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Введение 

 
        Многие системы компьютерной графики дают возможность создавать 
статичные геометрические чертежи (графики функций, конструкции, схемы, 
диаграммы состояний и т. п.), которые и являются конечным продуктом со-
ответствующих действий. Но существуют и такие математические среды, в 
которых при создании чертежей в памяти и в файле сохраняется не только 
сам сформированный чертеж, но также автоматически записываемый алго-
ритм его построения и исходные данные. При этом данные легко доступны 
для изменений, а уже существующий алгоритм построения тут же применя-
ется к ним заново. Все это позволяет в реальном времени видеть преобразо-
вания чертежа вместе с изменением начальных данных. Именно эту триаду 
из исходных данных, алгоритма и чертежа и называют динамической моде-
лью. А математические среды, которые позволяют создавать динамические 
модели, называют “системами динамической геометрии”, “интерактивными 
геометрическими системами” или “средами динамической математики”. 
Стоит заметить, что идея использования интерактивных геометрических сред 
в обучении возникла задолго до появления компьютеров и принадлежит  
Ф. Клейну и А. Пуанкаре. Ф. Клейн в “Эрлангенской программе” писал об 
изучении геометрии через движение, а А. Пуанкаре говорил об использова-
нии динамических образов при решении геометрических задач.  
        Система GeoGebra относится к новому поколению учебного програм-
много обеспечения. Она используется для визуализации математических 
объектов и создания их динамических моделей. Читатели, которые знакомы с 
приложением Mathtype фирмы Design Science для вставки сложных матема-
тических выражений в документы, хорошо понимают всю простоту и мощь 
этого специализированного редактора формул. Так вот, одна из возможно-
стей приложения GeoGebra по простоте и мощи напоминает MathType, толь-
ко ее ниша не формулы, а чертежи геометрических задач. Но GeoGebra поз-
воляет создавать не только статичные чертежи, но и формировать сложные 
динамические (анимационные) модели, строить графики функций, символьно 
или приближенно решать ряд математических задачи, работать с электрон-
ными таблицами, проводить компьютерные эксперименты и т. п. Поэтому 
GeoGebra часто называют виртуальной математической лабораторией.  
        Основные понятия GeoGebra – объекты и инструменты. Объекты могут 
быть алгебраическими и геометрическими. Наборами специальных инстру-
ментов создаются те или иные объекты, причем одновременно, как в форме 
алгебраического описания, так и в виде соответствующего ему геометриче-
ского образа. Объекты обладают свойствами, которые достаточно просто 
можно изменять. Роль инструментов выполняют встроенные программные 
модули, приводящиеся в действие или щелчками левой кнопки мыши по 
кнопкам пиктографического меню или с помощью ввода специальных ко-
манд. Допускается создание пользовательских инструментов. Из объектов и 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»

Перейти на страницу с полной версией»

Перейти на страницу с полной версией»

https://rucont.ru/efd/614104
https://rucont.ru/efd/614104


6 
 

формируются динамические модели – чертежи, графики, рисунки, конструк-
ции, схемы, диаграммы состояний и т. п. и их описания.  
        Слово “динамическая” в сочетании с GeoGebra предполагает наличие 
динамичности двух типов [53]. Суть первого типа динамичности такова. Ес-
ли некая геометрическая модель уже создана, то всегда возможно пошаговое 
(покадровое) ручное или автоматическое последовательное развертывание 
процесса построения модели. Причем делать это можно многократно, с лю-
бого места и в любом направлении. Более того, просмотр процесса построе-
ния модели может быть организован как шагами, которыми модель изна-
чально формировалась, так и более крупными шагами, объединяющими в се-
бе по несколько последовательных исходных шагов. Заметим, что первый 
тип динамичности в моделях GeoGebra всегда присутствует. Суть второго 
типа динамичности такова. Если в модели некоторые параметры являются 
переменными (позиция точки, длина отрезка, величина угла и т. п.), то их из-
менение легко проводится управляющими элементами мыши или с помощью 
клавиатурных ключей, а результат этих изменений тут же виден и на модели, 
и в ее алгебраическом описании.  
        Первая версия GeoGebra появилась совсем недавно – в 2002 г. Ее авто-
ром является австрийский математик, профессор университета Зальцбурга 
Маркус Хохенвартер (Markus Hohenwater) [54, 55]. GeoGebra была задумана 
в качестве средства, объединяющего возможности систем интерактивной гео-
метрии типа Cabri Geometry, The Geometer’s Skatchpad и т. п. и систем ком-
пьютерной алгебры типа Derive, Maple и т. п. в единую интегрированную си-
стему обучения и изучения математики. Программа написана на языке Java, 
является свободно распространяемой, кросплатформенной (Windows, Linux, 
Mac OS и др.), представлена более чем на 60 языках, имеет обширное сетевое 
сообщество, работает на персональных компьютерах, планшетах, смартфо-
нах. Странное слово GeoGebra – это аббревиатура типа мопед (мотоцикл+ 
велосипед). Составлено оно из начальной и конечной частей слов Geometry и 
Algebra. С самого начала система позиционируется в качестве “Динамической 
математики для всех”, то есть для любого уровня образования. В настоящее 
время GeoGebra непрерывно развивается и совершенствуется М. Хохенвар-
тером и большой группой его почитателей и последователей со всего мира. 
Обновления системы выходят практически каждую неделю. Последняя вы-
шедшая версия системы для платформы Windows – GeoGebra 5.0-279.0. 
        Замечательным свойством GeoGebra является опора на двуединство ал-
гебраического и геометрического, проявляющееся в том, что каждому созда-
ваемому алгебраическому объекту сразу же ставится в соответствие некото-
рый зримый геометрическй образ и наоборот, по каждому строящемуся гео-
метрическому образу формируется его алгебраическое описание. Тем самым, 
реально существующая тесная связь между алгеброй и геометрией получает 
в GeoGebra оперативное визуальное воплощение, что существенно облегчает 
как обучение различным разделам математики, так и их освоение на любых 
уровнях образования на качественно новом уровне. Именно этот факт вместе 
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с динамическими возможностями представления геометрических объектов и 
определяет дидактический потенциал GeoGebra, позволяя использовать ее 
для организации учебного процесса в соответствии с личностно-ориентиро-
ванной парадигмой образования, и интенсифицировать учебный процесс за 
счет активизации познавательной и учебно-исследовательской деятельности 
обучающихся. C помощью GeoGebra можно проводить экспериментальную 
проверку правильности сформулированных утверждений, в том числе и про-
верку выдвинутых гипотез, доказательства которых еще неизвестны или их 
не удалось найти в источниках. Подобная проверка значительно повышает 
правдоподобность любой выдвинутой гипотезы, хотя и не отменяет необхо-
димость ее доказательства. 
        Нельзя сказать, что интерфейс GeoGebra с пользователем является тра-
диционным или современным ленточным – он весьма специфичен. Но его 
оригинальность не есть плод фантазии или прихоти разработчиков, а вытека-
ет из своеобразия решаемых системой проблем. В нем много неожиданных, 
изящных и полезных находок, которые не просто облегчают работу с систе-
мой, а делают ее интересным и увлекательным занятием, не требующим от-
влечения на технические детали, мало связанные или совсем не связанные с 
решаемой задачей. Одно из неоспоримых достоинств интерфейса GeoGebra – 
это наличие не только пиктографических меню инструментов и обычных 
контекстных меню, но и контекстных пиктографических меню объектов. При 
этом традиционные характеристики хорошего интерфейса, такие как понят-
ность, удобство, дружественность и легкость запоминания в полной мере от-
носятся и к интерфейсу GeoGebra. 
        Наряду с GeoGebra имеется много других продолжающих развиваться 
систем серии “Динамическая математика”. Среди них можно отметить: 
GeoNext (Германия, коммерческая), The Geometer's Sketchpad (Англия, ком-
мерческая), Cabri Geometry (Франция, коммерческая), а также KSEG (сво-
бодная), Kig (свободная), Desmos (графический онлайн-калькулятор) и т. д. 
Обширный список подобных систем и их сравнительные характеристики 
можно найти по адресу: https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_interactive_geo-
metry_software. Отметим также серию коммерческих программных сред для 
поддержки уроков математики и информатики в средней школе, разработан-
ных в Институте Новых Технологий (г. Москва): “АвтоГраф”, “Живая ма-
тематика” (вариант The Geometer's Sketchpad), “Интерактивная стерео-
метрия”, “Живая статистика”, “Логомиры” (творческая среда и вероятно-
сти) и т п. Получить информацию по ним можно по адресу: http://www.int-
edu.ru/content/matematika-i-informatika-0.  
        Справочные материалы, многочисленные примеры и последняя версия 
GeoGebra доступны по адресу: http://www.geogebra.org, инсталляция системы 
не требует каких-либо ухищрений, а инсталляция ее новых версий может 
проводиться автоматически. Остается пожелать удачи в освоении Geogebra 
тем, кто решился на этог шаг, и уверить их в том, что сожалеть об этом не 
придется.  
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