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мента: |ri| = l. Направления же всех векторов ri случайны. В частности, они 

независимы друг от друга. 

Итак, величина RN, характеризующая размер клубка, является, со-

гласно выражению (1), суммой большого числа независимых случайных 

слагаемых. Математические свойства таких сумм хорошо изучены, и, как 

правило, отклонение суммы слагаемых от её среднего значения определяет-

ся «законом квадратного корня». Выведем его из уравнения (1). 

Для этого в дополнение к величине RN, введём величину RN–1, т.е. век-

тор, соединяющий начало первого сегмента цепи с концом сегмента, 

имеющего номер N – 1: 

     
–1

–1
1 1

,
 

  R r R r
N N

N i N i
i i

, 

    RN = RN–1 + rN.   (2)

(С помощью такого рода рекуррентных соотношений часто бывает удобно 

анализировать случайные величины). Перейдём теперь к определению 

среднего расстояния между концами цепи. Для начала важно решить, какую 

именно величину вычислять. Ведь среднее значение вектора RN  или любой  

его компоненты равно нулю: 0N R . Это следует из того, что вектор, со-

единяющий концы цепи, с одинаковой вероятностью быть равен а и –а, где 

а – произвольный вектор. Поэтому размер клубка определяется средней 

длиной NR вектора RN. Но вычислять удобнее величину 

     
22 2 ,N N N N NR    R R R R   (3)

которая тоже характеризует размер клубка. Используя уравнение (2), можно 

вывести следующее выражение для величины 2
NR : 

      2 2 2 2 2
1 1 1 12 2 cos ,N N N N N N N Nl l         R R R r r R R  (4)

где γN – угол между векторами RN–1 и rN, а l, как уже было сказано, — модуль 

вектора rN, т.е. Nl  r . В случае свободно сочленённой полимерной цепи  
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ориентация сегмента с номером N (как и любого другого сегмента), т.е. на-

правление вектора rN, не зависит от ориентации остальных сегментов цепи. 

Следовательно, угол γN принимает с одинаковой вероятностью любое значе-

ние от 0о до 180о, а cosγN c одинаковой вероятностью принимает любые два 

значения, отличающиеся знаком и равные по модулю. Поэтому среднее зна-

чение косинуса этого угла равно нулю: cos 0N  . Это обстоятельство по-

зволяет очень просто найти среднее значение 2
NR  с помощью уравнения (4). 

Действительно, поскольку среднее значение второго слагаемого в правой час-

ти уравнения (4) равно нулю, приравняв средние значения левой и правой час-

тей этого уравнения, можно получить, что 2 2 2
1 .N N l R R  То есть величи-

на 2R  увеличивается на l2 при увеличении числа сегментов цепи на едини-

цу. Используя этот факт, можно очень легко доказать с помощью математиче-

ской индукции, что 2 2 .N Nl Ll R  Наконец, из выражения (3) можно полу-

чить зависимость для размера полимерной молекулы, состоящей из N звеньев: 

     
1/22 1/2 1/2 1/2.N NR N l L l  R  (5)

Итак, закон квадратного корня доказан. 

 

1.2. Гибкость цепи 

На рис. 2 представлена вытянутая линейная конформация полиэтиле-

на, соответствующая абсолютному энергетическому минимуму. В этой 

конформации все мономерные звенья на-

ходятся в транс-положении, что соответ-

ствует равновесной конформации при Т = 

= 0. Угол γ дополнительный к валентно-

му между С-С связями основной цепи  

 
Рис. 2. Вытянутая линейная конфор-
мация полиэтиленовой цепи 
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(рис. 3), как правило, фиксирован. Для полиэтилена γ ≈ 180о – 109о, в общем 

случае для различных цепей 50о < γ < 80o.  

Из-за теплового движения при Т ≠ 0 возможны отклонения от кон-

формации с минимальной энергией. Согласно закону Больцмана, вероят-

ность существования конформации с избытком энергии U по сравнению с 

конформацией с минимальной энергией есть 

     ( ) exp
В

U
P U

k T

 
  

 
. (6)

Каковы же возможные отклонения 

от структуры, приведённой на рис. 

2? Для цепей с фиксированным 

углом γ возможно вращение, так 

что изменяется угол внутреннего 

вращения φ (см. рис. 3). Любая 

величина φ ≠ 0 приводит к откло-

нению от прямолинейной кон-

формации, т.е. к гибкости цепи. 

На рис. 4 приведена типичная зависимость энергии внутреннего 

вращения от угла φ. Несколько минимумов разделены энергетическими 

барьерами. Высота барьера U1 по-

рядка  

3 ккал/моль, что значительно 

больше, чем kВT, в то время как 

значение разницы Δ между энер-

гиями, отвечающими минимумам 

кривой (см. рис. 4), обычно менее 

чем 1 ккал/моль, т.е. порядка kВT. 

Поэтому с учётом (6) конформа-

 
Рис. 3. Определение угла γ, дополнительно-
го к валентному, и угла внутреннего враще-
ния φ для углеродного остова цепи 

Рис. 4. Типичная зависимость энергии от  
угла внутреннего вращения  φ 
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