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âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2015. � 6 3ÌàòåìàòèêàÓÄÊ 512.761ÎÁ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ ÒÈÏÀ Ak ÍÀ Ê�ÈÂÛÕ È ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒßÕÇÀÄÀÍÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ, ÊÂÀÇÈÑÒÅÏÅÍÈ ÈËÈ ÌÓËÜÒÈÑÒÅÏÅÍÈÅ.À. Àñòàøîâ1Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêèå îñîáåííîñòè òèïà Ak ìîãóò èìåòü àëãåáðà-è÷åñêèå êðèâûå (ñîîòâåòñòâåííî ïîâåðõíîñòè) �èêñèðîâàííîé ñòåïåíè, êâàçèñòåïåíè èëèìóëüòèñòåïåíè â C2 (ñîîòâåòñòâåííî â C3).Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëàññè�èêàöèÿ îñîáåííîñòåé, îñîáåííîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõè ïîâåðõíîñòåé, îñîáåííîñòè òèïà Ak.In this paper we study Ak-singularities that 
an exist on 
urves (surfa
es, respe
tively) of�xed degree, quasi-degree, or multi-degree in C2 (C3, respe
tively).Key words: 
lassi�
ation of singularities, singularities of algebrai
 
urves and surfa
es,
Ak-singularities.1. Ââåäåíèå. Ñóùåñòâóåò îáùàÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿ-ìè çàäàííîãî òèïà è î ñâÿçè ñòåïåíè ìíîãîîáðàçèé ñ ïàðàìåòðàìè ýòèõ îñîáåííîñòåé (ñì., íàïðè-ìåð, [1℄).Ïóñòü f : (Cn, a) → (C, 0) � ðîñòîê ãîëîìîð�íîé �óíêöèè, k ∈ N. Íàïîìíèì, ÷òî ðîñòîê ãè-ïåðïîâåðõíîñòè {f = 0} ⊂ Cn â òî÷êå a èìååò îñîáåííîñòü òèïà Ak, åñëè â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êèâ Cn ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû z1, . . . , zn, êîòîðûå öåíòðèðîâàíû â òî÷êå a è â êîòîðûõ�óíêöèÿ f èìååò âèä f(z1, . . . , zn) = zk+1

1 + z22 + . . .+ z2n.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì îñîáåííîñòè òèïà Ak íà ïëîñêèõ êðèâûõ â C2 è íà ãèïåðïî-âåðõíîñòÿõ â Cn �èêñèðîâàííîé ñòåïåíè, êâàçèñòåïåíè èëè ìóëüòèñòåïåíè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kn(d)íàèáîëüøåå èç òàêèõ k ∈ N, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d â Cn ñ îñîáåííî-ñòüþ òèïà Ak â êàêîé-ëèáî òî÷êå. Â ðàáîòå [2℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 1. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî lim
d→∞

k2(d)
d2

6
3
4 .Óòâåðæäåíèå 2. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî lim

d→∞

k2(d)
d2 >

15
28 .Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî k2(d) ∼ d2 ïðè d → ∞. Óòâåðæäåíèå 2 ìîæåòáûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, à èìåííî ñïðàâåäëèâîÓòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

lim
d→∞

kn(d)

dn
>

1

2n−1
.Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðèìåðà 1 ðàáîòû [3℄.Â ðàáîòå [4℄ ðåçóëüòàò óòâåðæäåíèÿ 2 óëó÷øàåòñÿ è îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãèïåðïîâåðõíîñòåé âêîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

lim
d→∞

kn(d)

dn
>

112

209
· 1

2n−2
.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ñëó÷àÿ n = 3 (òåîðåìà 1). Êðîìå òîãî,äëÿ ñëó÷àåâ n = 2 è n = 3 íèæíÿÿ îöåíêà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé �èêñèðî-âàííîé êâàçèñòåïåíè (òåîðåìû 2 è 3) èëè ìóëüòèñòåïåíè (òåîðåìà 4).2. Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ñëó÷àÿ ïîâåðõíîñòåé â C3. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ n > 2 è d ∈ Nñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî kn(d) 6 dn. Äëÿ n = 3 ýòó îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.1Àñòàøîâ Åâãåíèé Àëåêñàíäðîâè÷ � àñï. êà�. âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó; e-mail: ast-ea�yandex.ru.2 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 6
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4 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2015. � 6Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî lim
d→∞

k3(d)
d3

6
2
3 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîâåðõíîñòü C = {f(x1, x2, x3) = 0} ⊂ C3, çàäàííàÿ àëãåáðàè÷åñêèìóðàâíåíèåì ñòåïåíè deg f = d, èìååò îñîáåííîñòü òèïà Ak â íåêîòîðîé òî÷êå. �àññìîòðèì ïðîåêòèâ-íîå çàìûêàíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè â CP3; ïóñòü îíî çàäàíî â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x0 : x1 : x2 : x3)óðàâíåíèåì F (x0 : x1 : x2 : x3) = 0, ãäå F � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d (ñ÷èòàåì, ÷òî à��èí-íîå ïðîñòðàíñòâî C3 ⊂ CP3 çàäàíî óñëîâèåì x0 6= 0).Ïóñòü U(0) ⊂ C � îêðåñòíîñòü íóëÿ â C, {Fλ |λ ∈ U(0)} � àíàëèòè÷åñêîå ïî λ ñåìåéñòâîøåâåëåíèé îòîáðàæåíèÿ F îáùåãî âèäà (ò.å. òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâà {Fλ = 0} ïðè λ ∈ U(0) \ {0}ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè) ñòåïåíè d. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî ïðè ëþáîì

λ ∈ U(0) \ {0} ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè {Fλ(x0 : x1 : x2 : x3) = 0} ñ øàðîì Bδ(0) ðàäèóñà δ è ñöåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò äè��åîìîð�íî ñëîþ Ìèëíîðà îñîáåííîñòè òèïà Ak, ò.å. ïåðåñå÷åíèþïîâåðõíîñòè {f(x1, x2, x3) = ε} ïðè ìàëîì ε ∈ C \ {0} ñ øàðîì Bδ(0) (áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ñì. â[5, ãë. IV, �2.1℄).Ïîâåðõíîñòü {Fλ = 0} â ñâîþ î÷åðåäü äè��åîìîð�íà ïîâåðõíîñòè B = {xd0 + xd1 + xd2 + xd3 =
0} ⊂ CP3. Â ñàìîì äåëå, âñå íåîñîáûå ïîâåðõíîñòè ñòåïåíè d â CP3 äè��åîìîð�íû ïîâåðõíîñòè
B, ïîñêîëüêó â ïðîñòðàíñòâå àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè d â CP3 ìíîæåñòâî êðèâûõ ñ îñîáåí-íîñòÿìè èìååò ïîëîæèòåëüíóþ êîðàçìåðíîñòü. À��èííàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè B, ò.å. ïîâåðõíîñòü
A = B ∩ C3, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì xd1 + xd2 + xd3 = 1.Ëåììà 1. Îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè �îðìû ïåðåñå÷åíèé â ãðóïïå ãîìîëîãèé H2(A;R)ýêâèâàëåíòåí 2

3d
3 +O(d2) ïðè d→ ∞.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëèíîé ìîíîìà xαyβzγ íàçîâåì âåëè÷èíó l(xαyβzγ) = α+β+γ+3

d . Ïî òåîðå-ìå 2 ðàáîòû [6℄ îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ �îðìû ïåðåñå÷åíèé â ãðóïïå ãîìîëîãèé ðàâåí êîëè÷åñòâóìîíîìîâ {xαyβzγ | 0 6 α, β, γ 6 d− 2, l(xαyβzγ) /∈ Z, [l(xαyβzγ)] íå÷åòíî}. Çäåñü è äàëåå [·] îçíà÷àåòöåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòîò èíäåêñ ðàâåí ñóììå ïî âñåì m ∈ N, äëÿ êîòîðûõ ÷èñ-ëî m+3
d íåöåëîå è èìååò íå÷åòíóþ öåëóþ ÷àñòü, êîëè÷åñòâ ðàçáèåíèé ÷èñëà m â ñóììó òðåõ öåëûõíåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ α, β, γ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò d−2 (òàêèå ðàçáèåíèÿ áóäåìíàçûâàòü õîðîøèìè, à âñå îñòàëüíûå � ïëîõèìè). Ïðè ýòîì ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîìñëàãàåìûõ, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.Åñëè 0 6 m 6 d−2, òî âñå ðàçáèåíèÿ ÷èñëà m â ñóììó òðåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ:

m = α+ β + γ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 0 6 α, β, γ 6 d− 2. Òàêèõ ðàçáèåíèé, î÷åâèäíî, âñåãî C2
m+2.Ïðè ýòîì ÷èñëî [m+3

d ] áóäåò íå÷åòíûì (à èìåííî ðàâíûì åäèíèöå) òîëüêî ïðè m = d − 2. Òàê ÷òîäëÿ 0 6 m 6 d− 2 õîðîøèõ ðàçáèåíèé áóäåò C2
d−2+2 = d(d−1)

2 .Åñëè d − 1 6 m 6 2d − 3, òî ñðåäè ðàçáèåíèé ÷èñëà m â ñóììó òðåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõñëàãàåìûõ: m = α + β + γ (êîòîðûõ âñåãî C2
m+2) ïîìèìî õîðîøèõ ðàçáèåíèé áóäóò åùå ïëîõèå, âêîòîðûõ îäíî èç ñëàãàåìûõ áîëüøå ÷èñëà d− 2. (Åñëè â ðàçáèåíèè õîòÿ áû äâà ñëàãàåìûõ áîëüøå÷èñëà d−2, òîm > 2d−3.) ×èñëî ðàçáèåíèé, â êîòîðûõ ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü d+k, k > −1, ðàâíÿåòñÿ

m − d − k + 1 (ñòîëüêî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ÷èñëî m − (d + k) â ñóììó äâóõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõñëàãàåìûõ). Çíà÷èò, ÷èñëî ðàçáèåíèé m = α+ β + γ, â êîòîðûõ d− 1 6 α 6 m, ðàâíî
m−d∑

k=−1

(m− d− k + 1) =
(m− d+ 2)(m− d+ 1)

2
.Ïî ñòîëüêó æå ðàçáèåíèé m = α+ β + γ ïîëó÷èì â ñëó÷àå d− 1 6 β 6 m è â ñëó÷àå d− 1 6 γ 6 m.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ d− 1 6 m 6 2d− 3 ñóùåñòâóåò 3(m−d+2)(m−d+1)

2 ïëîõèõ ðàçáèåíèé è
C2
m+2 −

3(m− d+ 2)(m− d+ 1)

2
=

(m + 2)(m + 1)

2
− 3(m− d+ 2)(m− d+ 1)

2õîðîøèõ ðàçáèåíèé.Îòìåòèì, ÷òî ïðè 2d− 3 6 m 6 3d− 6 ÷èñëî [m+3
d

] áóäåò ÷åòíûì (òî÷íåå, îíî áóäåò ðàâíÿòüñÿäâóì), à ïðè m > 3d − 6 õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå â ðàçáèåíèè m = α + β + γ áóäåò áîëüøå ÷èñëà
d − 2. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñåë m > 2d − 3 õîðîøèõ ðàçáèåíèé íåò âîâñå. Â òî æå âðåìÿ ïðè d − 1 6

m 6 2d−4 ÷èñëî [m+3
d

] âñåãäà áóäåò íå÷åòíûì (òî÷íåå, îíî áóäåò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå). Îáùåå ÷èñëîèíòåðåñóþùèõ íàñ ðàçáèåíèé, òàêèì îáðàçîì, ðàâíî
d(d − 1)

2
+

2d−4∑

m=d−1

[
(m + 2)(m + 1)

2
− 3(m− d+ 2)(m− d+ 1)

2

]
=

2

3
d3 +O(d2), d→ ∞.Ëåììà äîêàçàíà.
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