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Предисловие 
 

Настоящее учебно-методическое пособие содержит введение в теорию 
рядов Фурье в линейном пространстве со скалярным произведением, а так-
же в теорию тригонометрических рядов Фурье. 

Пособие предназначено прежде всего для студентов 2 и 3 курсов фа-
культета прикладной математики, информатики и механики. Оно будет по-
лезно при проведении лекционных и практических занятий по дисциплинам 
«Математический анализ» и «Уравнения математической физики». 

В  §§1 и 2 учебно-методического пособия приводится ряд важнейших 
понятий теории линейных нормированных и полунормированных про-
странств и линейных пространств со скалярным и полускалярным произве-
дением. Примеры указанных пространств приведены в § 3. В § 4 рассматри-
ваются вопросы сходимости последовательностей элементов и рядов в ли-
нейных полунормированных пространствах. В § 5 изучаются ряды Фурье в 
линейном пространстве ܪ со скалярным произведением. Показано, что час-
тичные суммы ряда Фурье осуществляют наилучшее приближение элемен-
тов пространства ܪ линейными комбинациями конечного числа ортого-
нальных элементов из ܪ, и получены необходимые и достаточные условия 
сходимости ряда Фурье. Приведены также понятия полной и замкнутой 
систем элементов из ܪ. В § 6 в качестве важного для дальнейшего примера 
линейного пространства со скалярным произведением рассмотрено про-
странство кусочно-непрерывных на отрезке функций. Параграфы 7–12 со-
держат введение в теорию тригонометрических рядов Фурье. Рассмотрены 
вопросы сходимости в среднем тригонометрического ряда Фурье кусочно-
непрерывной на отрезке ൣ– ,ߨ  ൧ функции и приведены достаточные условияߨ
абсолютной и равномерной сходимости тригонометрического ряда Фурье 
функции, непрерывной на указанном отрезке. Доказана теорема о почлен-
ном дифференцировании тригонометрического ряда Фурье и приведена 
теорема о сходимости данного ряда в точках отрезка ൣ– ,ߨ  ൧. Рассмотреныߨ
также тригонометрические ряды Фурье в случае произвольного отрезка, 
симметричного относительно начала координат, и разложение в ряд Фурье 
четных и нечетных функций. Приведены примеры разложения в тригоно-
метрический ряд Фурье некоторых функций и задачи для самостоятельного 
решения студентами. 

                                                                         
 
  

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»

Перейти на страницу с полной версией»

Перейти на страницу с полной версией»

Перейти на страницу с полной версией»

Перейти на страницу с полной версией»

http://rucont.ru/efd/299046
http://rucont.ru/efd/299046
http://rucont.ru/efd/299046
http://rucont.ru/efd/299046


6 

§ 2. Линейные пространства со скалярным произведением 
 

О п р е д е л е н и е 1.  Пусть каждой паре элементов ݂, ݃ вещественно-
го линейного пространства ܪ поставлено в соответствие вещественное чис-
ло ሺ݂, ݃ሻ, называемое скалярным произведением ݂ и ݃, так, что выполнены 
следующие свойства (аксиомы): 

1. ሺ݂, ݃ሻ ൌ ሺ݃, ݄ሻ (свойство симметричности скалярного произведения); 
2. ሺ݂ߣ ൅ ,݃ߤ ݄ሻ ൌ ,ሺ݂ߣ ݃ሻ ൅ ,ሺ݃ߤ ݄ሻ  для любых элементов ݂, ݃, ݄ ∈  и ܪ

любых вещественных чисел ߣ,  ;ߤ
3. ሺ݂, ݂ሻ ൒ 0; 
4. Если ሺ݂, ݂ሻ ൌ 0, то ݂ ൌ 0. 
Тогда  ܪ называется линейным пространством со скалярным произве-

дением. 
Заметим, что из свойств 1 и 2 следует, что для любого ݂ ∈ -справед ܪ

ливо равенство 
ሺ݂, 0ሻ ൌ 0. 

Действительно, 
                 ሺ݂, 0ሻ ൌ ሺ0, ݂ሻ ൌ ሺ0 ∙ 0, ݂ሻ ൌ 0 ∙ ሺ0, ݂ሻ ൌ 0. 
О п р е д е л е н и е 2. Если каждой паре элементов ݂, ݃ ∈  поставлено ܪ

в соответствие вещественное число ሺ݂, ݃ሻ, удовлетворяющее только аксио-
мам 1–3, то ሺ݂, ݃ሻ называется полускалярным произведением ݂ и ݃, а про-
странство ܪ называется линейным пространством с полускалярным произ-
ведением. 

Т е о р е м а 1. Пусть ܪ – пространство с полускалярным произведени-
ем. Тогда для любых ݂, ݃ ∈  справедливо неравенство ܪ

                                         ሺ݂, ݃ሻଶ ൑ ሺ݂, ݂ሻ ∙ ሺ݃, ݃ሻ.                                    ሺ2.1ሻ 
Неравенство (2.1) называется неравенством Коши-Буняковского. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 
В силу свойства 3 полускалярного произведения, для любого вещест-

венного числа ߣ справедливо неравенство 
                                            ሺ݂ߣ ൅ ݃, ݂ߣ ൅ ݃ሻ ൒ 0.                                    ሺ2.2ሻ 

Применяя свойства 1 и 2 полускалярного произведения, неравенство 
(2.2) можно записать в виде 

,ଶሺ݂ߣ                                  ݂ሻ ൅ ,ሺ݂ߣ2 ݃ሻ ൅ ሺ݃, ݃ሻ ൒ 0.                          ሺ2.3ሻ 
Рассмотрим следующие случаи. 
1. Пусть  ሺ݂, ݂ሻ ൌ 0. Тогда 

,ሺ݂ߣ2                              ݃ሻ ൅ ሺ݃, ݃ሻ ൒ 0.                                    ሺ2.4ሻ 
Так как неравенство (2.4) должно выполняться при всех вещественных ߣ, 

то ሺ݂, ݃ሻ ൌ 0. Действительно, если предположить, что ሺ݂, ݃ሻ ് 0, то взяв  

ߣ ൌ െ
ሺ݃, ݃ሻ
ሺ݂, ݃ሻ
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мы получили бы неравенство 
ሺ݃, ݃ሻ ൑ 0. 

С учетом свойства 3 скалярного произведения отсюда следует, что ሺ݃, ݃ሻ ൌ 0. 
Используя теперь неравенство (2.4) при ߣ ൌ െ 1 2⁄  и ߣ ൌ 1 2⁄ , получим, что 
ሺ݂, ݃ሻ ൌ 0. Таким образом, в рассматриваемом случае ሺ݂, ݂ሻ ൌ 0 и ሺ݂, ݃ሻ ൌ 0 
и неравенство (2.1) справедливо, так как обе его части обращаются в нуль.  

2. Пусть ሺ݂, ݂ሻ ് 0. Тогда из (2.3) следует, что дискриминант квадрат-
ного относительно ߣ трехчлена в левой части неравенства (2.3) неположи-
телен, то есть  

ሺ݂, ݃ሻଶ െ ሺ݂, ݂ሻ ∙ ሺ݃, ݃ሻ ൑ 0. 
Таким образом, теорема доказана. 
С л е д с т в и е. Для любых элементов ݂, ݃ из линейного пространства 

с полускалярным произведением справедливо неравенство 
                            ඥሺ݂ ൅ ݃, ݂ ൅ ݃ሻ ൑ ඥሺ݂, ݂ሻ ൅ ඥሺ݃, ݃ሻ.                      ሺ2.5ሻ 

Д о к а з а т е л ь с т в о 
Применяя неравенство Коши-Буняковского, получим 

ሺ݂ ൅ ݃, ݂ ൅ ݃ሻ ൌ ሺ݂, ݂ሻ ൅ 2ሺ݂, ݃ሻ ൅ ሺ݃, ݃ሻ ൑ 
൑ ሺ݂, ݂ሻ ൅ 2|ሺ݂, ݃ሻ| ൅ ሺ݃, ݃ሻ ൑ ሺ݂, ݂ሻ ൅ 2ඥሺ݂, ݂ሻඥሺ݃, ݃ሻ ൅ ሺ݃, ݃ሻ ൌ 

                                ൌ ൣඥሺ݂, ݂ሻ ൅ ඥሺ݃, ݃ሻ ൧
ଶ
, 

откуда следует неравенство (2.5). 
Если ܪ – линейное пространство с полускалярным произведением и 

каждому элементу ݂ ∈   поставить в соответствие вещественное число ܪ
                                              ‖݂‖ ൌ ඥሺ݂, ݂ሻ,                                                ሺ2.6ሻ 

то величина ‖݂‖ будет удовлетворять всем свойствам полунормы. Действи-
тельно, свойства 1 и 2 полунормы следуют из свойств 3 и 2 скалярного про-
изведения, а выполнение неравенства треугольника вытекает из неравенства 
(2.5). Если же ܪ является линейным пространством со скалярным произве-
дением, то формула (2.6) задает норму в этом пространстве.  

Таким образом, доказано следующее утверждение. 
Т е о р е м а 2. Каждое линейное пространство со скалярным (соот-

ветственно полускалярным) произведением является нормированным (со-
ответственно полунормированным) пространством с нормой (соответ-
ственно с полунормой), определяемой формулой (2.6). 

О п р е д е л е н и е 3. Пусть ܪ – линейное пространство с полускаляр-
ным произведением. Элементы ݂ ∈ ݃ и ܪ ∈ -называются ортогональны ܪ
ми, если  ሺ݂, ݃ሻ ൌ 0. 

О п р е д е л е н и е 4. Система элементов ሼ ఔ݂, ߥ ∈  некоторое – ܣ) ሽܣ
множество индексов (конечное или бесконечное)) линейного пространства 
 с полускалярным произведением называется ортогональной, если каждые ܪ
ее два элемента ортогональны. Если, кроме того, норма любого ее элемента 
равна 1, то она называется ортонормированной. 
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Л е м м а. Если система ሼ ఔ݂, ߥ ∈ -с полу ܪ ሽ элементов пространстваܣ
скалярным произведением ортогональна и ‖ ఔ݂‖ ് 0 для всех ߥ ∈  то она ,ܣ
линейно независима.  

Д о к а з а т е л ь с т в о 
Пусть для некоторых элементов ఔ݂ೖ , ௞ߥ  ∈ ,ܣ ݇ ൌ 1, … , ݉ найдутся 

числа ߣଵ, … ,   ௠, такие, чтоߣ
ଵߣ ఔ݂భ ൅ ⋯ ൅ ௠ߣ ఔ݂೘ ൌ 0. 

Умножим скалярно обе части этого равенства на ఔ݂ೖ, где ݇ фиксировано 
(1 ൑ ݇ ൑ ݊). Тогда получим, что  

௞൫ߣ                                                  ఔ݂ೖ, ఔ݂ೖ൯ ൌ 0,                                             ሺ2.7ሻ 
так как в силу ортогональности системы ቀ ఔ݂ೕ, ఔ݂ೖቁ ൌ 0 для ݆ ് ݇. Из условия 

леммы следует, что ൫ ఔ݂ೖ, ఔ݂ೖ൯ ൌ ฮ ఔ݂ೖฮଶ ് 0, поэтому из (2.7) получим,  что  
௞ߣ ൌ 0,  ݇ ൌ 1, … , ݉.  Это  означает,  что  система ሼ ఔ݂, ߥ ∈ -ሽ линейно незаܣ
висима. Лемма доказана.  
 

§ 3. Примеры линейных пространств со скалярным произведением  
и линейных нормированных пространств 

 
1. Пространство ࡾ௡. Рассмотрим пространство ࡾ௡, состоящее из все-

возможных упорядоченных наборов ݊ вещественных чисел ሺݔଵ, … ,  .௡ሻݔ
Пространство ࡾ௡ носит название п-мерного евклидова пространства. Эле-
менты ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ௡ሻݔ ∈ -௡ называются также точками или векторами этоࡾ
го пространства. Число ݔ௜,  1 ൑ ݅ ൑ ݊ называется   i-ой   координатой   точ-
ки    ݔ.  Суммой  элементов  ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ݕ  ௡ሻ  иݔ ൌ ሺݕଵ, … ,  ௡ ሻ называетсяݕ
элемент  

ݔ ൅ ݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଵݕ … , ௡ݔ ൅  ௡ሻݕ
 а произведением элемента ݔ на число ߣ – элемент  

ݔߣ ൌ ሺݔߣଵ, … ,  .௡ሻݔߣ
Роль нулевого элемента в ࡾ௡ играет вектор 0 ൌ ሺ0, … ,0ሻ. 
Очевидно, что для элементов пространства ࡾ௡ выполнены аксиомы 

линейного пространства.  
Базисом   в   пространстве   ࡾ௡  является   набор  векторов   ݁ଵ ൌ

ሺ1,0, … ,0ሻ,  ݁ଶ ൌ ሺ0,1, … ,0ሻ, … ,  ݁௡ ൌ ሺ0,0, … ,1ሻ. При этом для любого 
ݔ ∈  ௡ справедливо разложениеࡾ

ݔ ൌ ଵ݁ଵݔ ൅ ⋯ ൅  .௡݁௡ݔ
Введем скалярное произведение элементов ݔ, ݕ ∈  ௡ по формулеࡾ

ሺݔ, ሻݕ ൌ ଵݕଵݔ ൅ ⋯ ൅  ;௡ݕ௡ݔ
при этом, очевидно, выполняются все аксиомы скалярного произведения. 
Норма элемента ݔ ∈  ௡ определяется по формулеࡾ
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