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Аннотация. В статье рассматриваются свойства аппроксимационного решения уравнения Карлемана. Решение 
задачи Коши с периодическими начальными данными найдено для малых возмущений состояния равновесия. При-
ведены теорема существования глобального решения уравнения Карлемана, а также теорема существования не-
линейного уравнения, которое получается из исходного кинетического уравнения. Доказано, что аппроксимационное 
решение слабо сходится к исходному решению уравнения Карлемана. Предположено, что решение задачи Коши 
распадается на суперпозицию слабо взаимодействующих солитонов и убывающую дисперсионную волну. 
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Abstract. The properties of approximation solutions of the Carleman equation are discussed in this paper. A solution 
of the Cauchy problem with periodic initial data is obtained for small perturbations of the equilibrium state. The theorem of 
existence of a global solution of the Carleman equation as well as the theorem of nonlinear equation existence obtained 
by the kinetic Carleman equation has been brought over. It has been proved that the approximation solution converges 
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Исследуем дискретное уравнение Карлемана 
[1–10], которое является частным случаем уравне-
ния Больцмана:
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где   ( , ), ( , )u x t w x t  — плотности частиц, одна из 
которых движется с единичной скоростью вдоль 
оси Ox в положительном направлении, другая — в 
противоположном, а параметр ε является аналогом 
свободного пробега частицы.

Уравнение Карлемана (1) описывает смесь 
процессов: релаксацию и свободное движение. 
Суть релаксации заключается в распространении 
частиц в разных направлениях. Уравнение Карле-
мана является частным случаем дискретного урав-
нения Больцмана. В течение десятков лет исследо-
ваний уравнения Больцмана было найдено лишь 
несколько точных решений этого уравнения. Изу-
чение свойств системы Карлемана и поиск ее реше-
ний позволяет исследовать более сложные модели, 
такие как система Годунова—Султангазина [5–6] 
и Бродуэлла [11–13] для трех и четырех частиц со-
ответственно. Многие авторы провели численное 
исследование уравнения Карлемана и численно ис-
следовали математическое ожидание, дисперсию и 
другие характеристики системных решений Кар
лемана. 
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Будем решать нашу задачу в весовых про-
странствах ( ) ( )1
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Ищем решение системы (1)–(2) в виде 

2 1 2 2 1 2ˆ ˆ( ) , ( ) ,e e e eu u w u w w w w= + ε = + ε 	  (3)

где e eu w=  — состояние равновесия;   ˆ ˆ( , ), ( , )u x t w x t 
  ˆ ˆ( , ), ( , )u x t w x t — ряды Фурье.

Подставляя выражение (3) в (1) и (2), получим 
систему уравнений для возмущений 
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для 3 / 2σ >  существует глобальное решение 
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Теорема 2. Пусть 3 / 2.σ >  Тогда существует 
единственное решение ( )( ) ( )
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Теорема 3. Последовательность аппроксима-
ционных решений
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фундаментальна по норме Гильбертова простран-
ства ( )1

2, ;W R Hγ + σ . Более того, она стремится к сла-
бому решению ( ) ( )  ˆ ˆ, , ,u x t w x t  задачи Коши (4):
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Рассмотрим разность нелинейных уравнений 
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Умножим вышеуказанное неравенство на 2j σ  
и возьмем супремум. Оценим, например, разность 
билинейных форм. Остальные выражения оценива-
ются аналогично. Имеем

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»

Перейти на страницу с полной версией»

Перейти на страницу с полной версией»

https://rucont.ru/efd/383987
https://rucont.ru/efd/383987


С.А. Духновский

12

То
м 

7. 
Вы

пу
ск

 3 
(2

4)
Ст

ро
ит

ел
ьс

тв
о: 

на
ук

а и
 об

ра
зо

ва
ие

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

0 1

1 1 1

2,

2 2
2 2

0 1 1 2 1 2 2

1 2 2
1 1 1 1

2 ( ) ( ) ( )2 1 1

,

2
( ) ( ) ( )1 1

( )

2 ( )2 1
2

, , , 0

( ) ( )1 1
1
0

sup ,

,

sup

m m m
e k k k
k Z k m

m m m
k k k

L R

t
ik s t m

e k k
k Z k m k k k k k m

t
ik s t m m

k k k k

J w k B T Z T Z

B T Z T Z

w k ik e T z ds

ik e T z ds T z

i

γ +

σ − −

∈ ≤

− −

σ − −

∈ ≤ + = ≤

− − −

= ε −

− =

= ε ×

 
× − −  
 

−

∑ ∫

∫

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 1
2 2

1 2 1 2 1

1 1 1
1 1 1 1

2,

( )1
2

, , 0

2

( ) ( )1 1
1
0 ( )

.

t
ik s t m

k k
k k k k k m

t
ik s t m m

k k k k

L R

k e T z ds

ik e T z ds T z
γ +

− −

+ = ≤

− − −

×

 
× −  
 

∑ ∫

∫ (11)

Заметим, что сумму при m2 можно расписать 
следующим образом:

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2

1 2 1 2 2

1 2 2
1 1 1 1

2 2
2 2

1 2 1 2 2
1 2 1

1 2 2
1 1 1 1

( )1
2

, , 0

( ) ( )1 1
1

0

( )1
2

, , , 0
max( , )

( ) ( )1 1
1

0

t
ik s t m

k k
k k k k k m

t
ik s t m m

k k k k

t
ik s t m

k k
k k k k k m

k k m

t
ik s t m m

k k k k

ik e T z ds

ik e T z ds T z

ik e T z ds

ik e T z ds T z

− −

+ = ≤

− − −

− −

+ = ≤
>

− − −

×

 
× − =  
 

= ×


× −


∑ ∫

∫

∑ ∫

∫

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2

1 2 1 2 1

1 2 2
1 1 1 1

( )1
2

, , 0

( ) ( )1 1
1

0

.

t
ik s t m

k k
k k k k k m

t
ik s t m m

k k k k

ik e T z ds

ik e T z ds T z

− −

+ = ≤

− − −


+



+ ×

 
× −  
 

∑ ∫

∫
Применяем данное выражение к выражению 

(11), а также добавим и вычтем обратный опера-
тор ( )1 ( )m

k kT z−  в подынтегральных выражениях для 
того, чтобы оценка выражалась через разность:

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0 1

2 2
2 2

1 2 1 2 2
1 2 1

1 2 2
1 1 1 1

2 2 1
2 2 2

1 2 1 2 1

1

1

22

,

( )1
2

, , , 0
max( , )

( ) ( )1 1
1
0

( ) ( )1
2

, , 0

1
1

supe
k Z k m

t
ik s t m

k k
k k k k k m

k k m

t
ik s t m m

k k k k

t
ik s t m m

k k k
k k k k k m

ik s t
k

J w k

ik e T z ds

ik e T z ds T z

ik e T z z ds

ik e T

σ

∈ ≤

− −

+ = ≤
>

− − −

− −

+ = ≤

− −

= ε

×

 
× − +  
 

+ − ×

×

∑ ∫

∫

∑ ∫

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

( )

2 2
1 1 1

2 1
2 2

1 2 1 2 1

1 1 2
1 1 1

1 2
1 1 1

2,

( ) ( )1

0

( )1
2

, , 0

2
( ) ( )1

1 ( ) ( )1
0

.

t
m m

k k k

t
ik s t m

k k
k k k k k m

ik s t m mt
k k k

m m
k k k

L R

z ds T z

ik e T z ds

e T z z ds
ik

T z z
γ +

−

− −

+ = ≤

− −

−

 
− −  

 

− ×

 − −
 ×
 − − 

∫

∑ ∫

∫

Расписывая норму и внося супремум под знак 
интеграла, получаем одно из выражений типа
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2( ) ( )
23 ,

1 .m
m m

L R H
I c Z Z

γ + σ
≤ −
ε

Остается второе слагаемое, которое является 
самой нормой. Опять пользуемся оценкой:

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2
1 1

21 0 1 1
1 1

1 2
1 1

2
( )1 1 12,

2
( )12,

2
( )1

2
1 1 ( )1,0 0

2( )1

1 ( )1
0

,

2( )
32 ,

sup

1 .

m

m

ik s t mt
k kt

mk Z k m
k k

ik s t mt
k k

m
k k L R H

m

L R H

e T z ds
e k ik dt

T z

e T z ds
ik

T z

c Z

γ + σ

γ + σ

− −∞
σγ

−∈ ≤

− −

−

 −
  =
 − 

−
= ≤

−

≤
ε

∫ ∫

∫

Таким образом, имеем

( ) ( )
2 2 1

( ) ( )1 12, 2,

2 2( ) ( ) ( )
1 45 , ,

1 .m m
m m m

L R H L R H
J c Z Z Z

γ + σ γ + σ
≤ −
ε

Для параметра J неравенство примет вид
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