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ãäå∆t � âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ñèñòåìû â äàííîì ñîñòîÿíèè, à T � ïîëíîå âðåìÿ
íàáëþäåíèÿ.

Î÷åíü ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòÿì îòäåëüíûõ ñîáûòèé îïðåäå�
ëÿòü âåðîÿòíîñòè áîëåå ñëîæíûõ ñîáûòèé. Äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóþò äâå îáùèå
òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � òåîðåìà ñëîæåíèÿ è òåîðåìà óìíîæåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü ñëîæíîå ñîáûòèå çàêëþ÷à�
åòñÿ â íàñòóïëåíèè ëèáî ñîáûòèÿ A, ëèáî ñîáûòèÿ B, êîòîðûå â ñâîþ î÷å�
ðåäü ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè ñîáûòèÿìè. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñëîæíîãî
ñîáûòèÿ âûðàçèòñÿ êàê ñóììà âåðîÿòíîñòåé îòäåëüíûõ ñîáûòèé:

W(A ëèáî B) = W (A) +W (B). (1.5)

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè íàñ èíòåðåñóåò âå�
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà áóäåò íàõîäèòüñÿ ëèáî â èíòåðâàëå
[x1, x1 + dx1], ëèáî â èíòåðâàëå [x2, x2 + dx2], áóäåì èìåòü

dW(x1 ëèáî x2) = dW (x1) + dW (x2) = f(x1)dx1 + f(x2)dx2. (1.6)

Ýòà òåîðåìà, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ëþáîå ÷èñëî íåñîâìå�
ñòèìûõ ñîáûòèé.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò îä�
íî èç çíà÷åíèé â èíòåðâàëå îò x1 äî x2, ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

W (x1, x2) =

x2∫
x1

dW (x) =

x2∫
x1

f(x)dx. (1.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàéòè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó âî âñåì èíòåðâà�
ëå åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå. Ïîýòîìó∫

dW (x) =

∫
f(x)dx = 1. (1.8)

Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x. Ýòî ðà�
âåíñòâî íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíî èñ�
ïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû, âõîäÿùåé â ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Èíîãäà íåêîòîðîå ñîáûòèå ìî�
æåò ïðîèçîéòè òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîéäåò äðóãîå ñîáûòèå. Âåðîÿò�
íîñòü òàêîãî ñëîæíîãî ñîáûòèÿ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿò�
íîñòüþ. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè âûïàäåíèÿ ñîáûòèÿ
B îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

W(A ïðè óñëîâèè B) = W (A|B) ·W (B). (1.9)
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Òî÷íî òàê æå âåðîÿòíîñòü ñëîæíîãî ñîáûòèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì,
÷òî îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî äâà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿ A è B, îïðåäåëÿ�
åòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé W (A) è W (B) îòäåëüíûõ íåçàâèñè�
ìûõ ñîáûòèé A è B ïî ôîðìóëå

W(A è B) = W (A) ·W (B). (1.10)

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí x è y âåðîÿòíîñòü ñëîæíî�
ãî ñîáûòèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå â èíòåðâàëå îò x äî x+ dx è îäíîâðåìåííî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â èíòåðâàëå îò y äî y+dy, îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
âåðîÿòíîñòåé

dW (x, y) = dW (x)dW (y) = f(x)g(y)dxdy, (1.11)

ãäå f(x) è g(y) � ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ âåëè÷èí x è y.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè F (x) îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x

îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé
F = ⟨F ⟩ =

∑
i

F (xi)Wi, (1.12)

åñëè x � äèñêðåòíàÿ âåëè÷èíà, è èíòåãðàëîì

F = ⟨F ⟩ =
∫
X

F (x)dW (x) =

∫
X

F (x)f(x)dx. (1.13)

åñëè x � íåïðåðûâíàÿ âåëè÷èíà.
Äëÿ îöåíêè ìàñøòàáà âîçìîæíîãî îòëè÷èÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ñðåä�

íåãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äèñïåðñèÿ. Äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþ�
ùèì ôîðìóëàì:

(∆x)2 =
∑
i

(xi − x)2Wi (äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), (1.14)

(∆x)2 =

∫
(x− x)2f(x)dx (äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû).

(1.15)
Òàê êàê (∆F )2 âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, òî åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòðåìèòñÿ ê íó�
ëþ, ëèøü åñëè îíà ñàìà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. êîãäà âåðîÿòíîñòè çàìåòíûõ
îòêëîíåíèé F îò F ìàëû. Âåëè÷èíà√

(∆F )2

íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì (â ñòàòôèçèêå åå ÷àñòî
íàçûâàþò ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé ôëóêòóàöèåé), èìååò ðàçìåðíîñòü [F ] è
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õàðàêòåðèçóåò øèðèíó èíòåðâàëà îòêëîíåíèé èñòèííûõ çíà÷åíèé F îò F .
Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà

δF =

√
(∆F )2

F
íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ôëóêòóàöèåé.

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ìîæíî
îïðåäåëèòü âñå åå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå íàñ èíòåðåñóþò. Ïîýòîìó îäíîé
èç îñíîâíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå çàêîíîâ è
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ òåõ èëè èíûõ ôèçè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â
ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Ïðèìåð 1.1. Èäåàëüíûé ãàç, ñîñòîÿùèé èç N ìîëåêóë, íàõîäèòñÿ â
ñîñóäå ñ îáúåìîì V . Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü Pn(v) òîãî, ÷òî â çàäàííîì
îáúåìå v áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â äàííûé ìîìåíò òî÷íî n ìîëåêóë. Ðàññìîò�
ðåòü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè:
a) n ≪ N, N → ∞, á)

v

V
N ≫ 1, ∆n = n− n ≪ n.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäíà ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ â îáúåìå v,
ðàâíà v/V. Âåðîÿòíîñòü íàéòè îäíîâðåìåííî îïðåäåëåííûå n ìîëåêóë â îáú�
åìå v åñòü (v/V )n. Íåîáõîäèìî ó÷åñòü òàêæå, ÷òî îñòàëüíûå N −n ìîëåêóë
äîëæíû áûòü âíå óêàçàííîãî îáúåìà, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü íàéòè â îáúåìå
v ðîâíî n îïðåäåëåííûõ ìîëåêóë åñòü (v/V )n(1 − v/V )N−n. ×èñëî ñïîñî�
áîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü n ïðîèçâîëüíûõ ìîëåêóë èç îáùåãî ÷èñëà

N , äàåòñÿ áèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì Cn
N =

N !

n!(N − n)!
. Îêîí÷àòåëüíî

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îáúåì v ïîïàäóò ïðîèçâîëüíûå n ìîëåêóë èç îáùåãî
÷èñëà N ,

Pn(v) =
N !

n!(N − n)!

( v
V

)n (
1− v

V

)N−n

. (1.16)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäåëüíûå ñëó÷àè:
à) îáîçíà÷èì n = N(v/V ). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå (1.16) ïåðåïèñûâàåòñÿ

â âèäå

Pn =
N !

n!(N − n)!

(
n

N

)n(
1− n

N

)N−n

=

=
N(N − 1) . . . (N − n+ 1)

n!

(
n

N

)n(
1− n

N

)N−n

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàëîñòü n ïî ñðàâíåíèþ ñ N è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
N → ∞, ïîëó÷èì

Pn = lim
N→∞

Nn

n!

(
n

N

)n(
1− n

N

)N−n

=
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