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Âåêòîðû, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðàâèëó (1.1) ïðè ïîâîðîòàõ, ìîãóò äâî�
ÿêî âåñòè ñåáÿ ïðè èíâåðñèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, ò.å. ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
âèäà

x′i = −xi, (1.2)

ãäå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ αij = −δij. Òå âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ,
êàê è xi, ìåíÿþò çíàê ïðè èíâåðñèè, íàçûâàþòñÿ èñòèííûìè èëè ïîëÿðíû�
ìè. Âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðè èíâåðñèè êîîðäèíàò íå èçìåíÿþò
çíàêà, íàçûâàþòñÿ ïñåâäîâåêòîðàìè èëè àêñèàëüíûìè âåêòîðàìè (óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [ab] äâóõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ
è äð.).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.1. Âû÷èñëèòü: à) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [ab]; á) ñìåøàííîå ïðîèç�
âåäåíèå (a[ba]); â) óãîë ìåæäó a è b, åñëè a = i− k, b = i+ k.

1.2.Íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü âåêòîðà a1 + a2, ãäå
a1 = 2i+ 3j− 4k, a2 = i+ 3j+ 2k.

1.3.Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà a = i− 2j+ k íà âåêòîð b = 4i− 4j+ 7k.
1.4.Äîêàçàòü ðàâåíñòâî (ab)2 + [ab]2 = a2b2.
1.5.Êàêîìó óñëîâèþ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðû a è b, ÷òîáû âåê�

òîðû a− b è a+ b áûëè à) îðòîãîíàëüíû; á) êîëëèíåàðíû?
1.6.Äàíû âåêòîðû a = 3i + 4j + 6k, b = −6i − 4j + 2k, c = i − 2j − k.

Îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, à êàêèå ïàðàëëåëüíû
èëè àíòèïàðàëëåëüíû.

1.7.Íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì A = 2i + j
è B = i− j+ k.

1.8.Èçâåñòíû âåêòîðûA è B. Ïðåäñòàâèòü âåêòîðA â âèäå ñóììû äâóõ
âåêòîðîâ: A∥ � ïàðàëëåëüíîãî è A⊥ � ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê B.

1.2. Âåêòîðíûé àíàëèç

Îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè. Åñëè ëþáîé òî÷êå ïðî�
ñòðàíñòâà (èëè ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ âå�
ëè÷èíà, òî ãîâîðÿò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ïîëå ýòîé âåëè÷èíû. Åñëè
ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, òî ïîëå íàçûâà�
åòñÿ ñêàëÿðíûì; åñëè ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
âåêòîð, òî ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëå åñòü ôóíêöèÿ òî÷êè. Ïóñòü çàäàíî
ñêàëÿðíîå ïîëå: f = f(r). Åñëè â ïðîñòðàíñòâå âûáðàíà íåêîòîðàÿ äåêàð�
òîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî ìîæåì íàïèñàòü: f = f(x, y, z). Âîçüìåì â ïðî�
ñòðàíñòâå íåêîòîðóþ òî÷êó M . Èç íåå ìîæíî âûõîäèòü ïî âñåâîçìîæíûì
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íàïðàâëåíèÿì. Âûáåðåì íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå l (ðèñ. 1). Ïðîèçâîäíîé f
ïî íàïðàâëåíèþ l íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëÿ â äàííîì íàïðàâëå�
íèè:

df

dl
= lim

N→M

f(N)− f(M)

MN
.

M
N

t

l

Ðèñ. 1

Íà çàäàííîì íàïðàâëåíèè l êîîðäèíàòû x, y, z ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñ�
ñòîÿíèÿ l, f = f(x(l), y(l), z(l)), ïîýòîìó f ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ:

df

dl
=

∂f

∂x

dx

dl
+

∂f

∂y

dy

dl
+

∂f

∂z

dz

dl
.

Ïðåäñòàâèì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòî�
ðîâ:

df

dl
=

(
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j+

∂f

∂z
k

)(
dx

dl
i+

dy

dl
j+

dz

dl
k

)
.

Ïåðâûé âåêòîð çäåñü íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîëÿ f :

grad f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j+

∂f

∂z
k. (1.3)

Âòîðîé âåêòîð

dx

dl
i+

dy

dl
j+

dz

dl
k =

d(xi+ yj+ zk)

dl
=

dr

dl
= τ

åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ l. Òàêèì îáðàçîì,

df

dl
= (grad f · τ ). (1.4)

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð grad f â òî÷êå M óêàçû�
âàåò â ñòîðîíó íàèáûñòðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ ïîëÿ f , ïðè÷åì ýòà íàèáûñò�
ðåéøàÿ ñêîðîñòü ðàâíà |grad f |. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò
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ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà, ÿñíî, ÷òî ãðàäèåíò èíâàðèàíòíî ñâÿçàí ñ
ðàññìàòðèâàåìûì ïîëåì, ò.å. îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè çàìåíå äåêàðòîâûõ
îñåé (ýòîãî íå âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ (1.3), äàííîãî â íåèíâàðèàíòíîé ôîðìå,
¾ïðèâÿçàííîé¿ ê êàêîé-òî ñèñòåìå êîîðäèíàò). Èòàê, ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïîëå.

Åñëè ââåñòè âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∇ (¾íàáëà¿)

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
, èëè ∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
, (1.5)

òî ìîæíî çàïèñàòü (1.3) â âèäå

grad f = ∇f,

à (1.4) â âèäå
df

dl
= (τ · ∇f) = (τ · ∇)f.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè f (ò.å.
ôóíêöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r = |r| äî íà÷àëà êîîðäè�
íàò).

Ïðèìåð 1.1. Ïîêàçàòü, ÷òî

grad f(r) =
df

dr

r

r
. (1.6)

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ãðàäèåíòà â ä.ñ.ê. (1.3). Âû�
ðàçèì r = |r| ÷åðåç x, y, z (r =

√
x2 + y2 + z2) è âû÷èñëèì

∂f

∂x
=

df

dr

∂r

∂x
=

df

dr

x

r
.

Àíàëîãè÷íî
∂f

∂y
=

df

dr

y

r
,
∂f

∂z
=

df

dr

z

r
, îòêóäà

grad f(r) =
df

dr

r

r
. J (1.7)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåêòîðíîå ïîëå a(r) è ââåäåì îïåðàöèþ äèâåðãåí�
öèè. Ñîñòàâèì îòíîøåíèå ïîòîêà ïîëÿ a ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S ê
îáúåìó îáëàñòè, îãðàíè÷åííîìó ýòîé ïîâåðõíîñòüþ:∮

a dS

V
.
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