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124 Гл. 8. Арифметика Пресбургера

Поскольку для арифметики Пресбургера существует разрешающая
процедура (доп. см., например, [16]), то имеется возможность постро-
ения средств автоматического доказательства теорем (истинности или
ложности формул). Такие автоматические средства доказательства су-
ществуют. Сверхэкспоненциальная сложность теории делает нецелесо-
образным использование средств доказательства теорем для сложных
(длинных) формул, однако такая ситуация со сложностью вычисле-
ний возникает только при наличии вложенных кванторов: Д. Оппен
и Г. Нельсон [29] описали автоматическое средство доказательства
теорем, которое использует симплексный алгоритм на расширенной
арифметике Пресбургера без вложенных кванторов. Симплексный ал-
горитм имеет в худшем случае экспоненциальную оценку времени
исполнения, но в действительности показывает значительно лучшую
эффективность для типичных примеров из реальной жизни. Экспо-
ненциальное время исполнения наблюдается только для специально
построенных случаев. Это делает подход, основанный на симплекс-
методе, применимым в реальных системах на практике.

Глава в основе своей (доказательство теоремы о выполнимости
элиминации кванторов в арифметике Пресбургера) базируется на ма-
териалах из книги [1].

Предисловие

Пособие посвящено теории счетчиковых машин, представляющих
собой абстрактные математические модели вычислений. Затрагивает
интересные факты из теории вычислимости и теории сетей Петри,
не вошедшие в широко известные работы «Вычисления и автоматы»
М. Минского [11], «Сети Петри» В. Е. Котова [5] и «Теория сетей
Петри и моделирование систем» Дж. Питерсона [12]. Таким образом,
настоящее пособие можно считать небольшим дополнением к этим
классическим монографиям.

После того, как будут даны понятия, определения и первоначальные
знания, наличие которых обязательно для работ по этой тематике,
основное внимание концентрируется на счетчиковых машинах «малой
размерности», т. е. машинах, содержащих один, два или три счетчика.
Наибольший интерес представляют занимающие центральное положе-
ние в этом пособии результаты исследований Р. Шреппеля [31] о «чи-
стой» вычислительной способности двухсчетчиковых машин Минского
и Дж. Хопкрофта и Ж.-Ж. Пансио [23] о полулинейности множества
достижимости двумерных систем векторного сложения с состояниями.

Пособие организовано следующим образом.
В первой главе дается определение машины Тьюринга как формали-

зации интуитивного понятия алгоритма и приводится ее пример. С точ-
ки зрения понятия «массовых алгоритмических проблем» обсуждаются
разрешимые и неразрешимые проблемы для машин Тьюринга. Приво-
дятся доказательства теорем о неразрешимости проблем «остановки»
и «зацикливания».

Во второй главе описывается другой вид абстрактных универсаль-
ных математических машин — счетчиковые машины Минского. Пока-
зывается, что любую машину Тьюринга можно смоделировать машиной
Минского всего лишь с тремя счетчиками. Более того, любая трехсчет-
чиковая машина Минского моделируется машиной Минского с двумя
счетчиками при условии специальной кодировки входа и выхода, что
позволяет сделать вывод о равномощности двухсчетчиковых машин
Минского и машин Тьюринга. Однако возникает вопрос о возмож-
ности реализации входных и выходных кодировок также с помощью
двухсчетчиковой машины. Эти задачи известны как проблема «входа»
и проблема «выхода».
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6 Предисловие

В третьей главе на основе «базовых» неразрешимых проблем оста-
новки и зацикливания, которые двухсчетчиковые машины наследуют
от машин Тьюринга, с помощью метода сведения доказывается нераз-
решимость ряда классических проблем для двухсчетчиковых машин
Минского.

Четвертая глава посвящена (описанным во второй главе) проблемам
«входа» и «выхода» для двухсчетчиковых машин Минского, которые
для удобства исследования этих проблем приводятся к виду одно-
регистровых машин. Показывается, что решения проблемы «входа»
не существует, а проблема «выхода» затрагивает некоторые сложные
вопросы теории чисел.

В пятой главе рассматриваются односчетчиковые машины Минско-
го, которые, несмотря на наличие всего лишь одного счетчика, имеют
широкий спектр применения. Доказывается, что в отличие от машин
с бо́льшим количеством счетчиков для односчетчиковых машин Мин-
ского разрешимы такие классические проблемы, как достижимость
заданной конфигурации, ограниченность, пустота, включение и равен-
ство множеств достижимых конфигураций двух машин. Разрешимость
перечисленных проблем является следствием того, что полное поведе-
ние (конечное или бесконечное) односчетчиковой машины может быть
представлено за полиномиальное время от размера машины в удобном
(для дальнейших исследований) конечном виде.

Шестая глава является вспомогательной к следующей главе. Здесь
определяются понятия линейных, полулинейных множеств и конусов.
Описываются основные свойства этих понятий.

В седьмой главе рассматривается разновидность систем векторного
сложения, которая предполагает наличие конечного управления, —
системы векторного сложения с состояниями. Показывается, что мно-
жество достижимости для любой системы векторного сложения с
состояниями, размерность которой не превосходит двух, представляет
собой вычислимое полулинейное множество. Поскольку представле-
ние полулинейного множества в терминах периодов и предпериодов
может быть задано формулой арифметики Пресбургера, следствием
этого является разрешимость для таких систем проблем достижимости,
эквивалентности и включения. Приводится пример трехмерной системы
векторного сложения с состояниями, которая имеет неполулинейное
множество достижимости. Из чего следует, что для систем более
высокой размерности необходимы другие подходы к решению рассмат-
риваемых проблем.

Восьмая глава посвящена арифметике Пресбургера.

8.3. Комментарии к главе 123

правых частей равенств или неравенств, содержащих y в левой части,
а c — целое число, не превосходящее D по абсолютной величине.

Покажем, что полученный набор действительно будет предста-
вительным. Пусть при данных x1, . . . , xn найдется некоторое y,
для которого выполняется τ (y,x1, . . . ,xn). Посмотрим, какие значения
принимают правые части равенств и неравенств при данных x1, . . .
. . . ,xn. Если значение y попало в объединение D-окрестностей этих
значений, то доказывать нечего. Если же нет, начнем смещать y,
двигаясь шагами размера D в направлении какой-то точки из этого
объединения. Миновать ее мы не можем (ширина окрестности рав-
на 2D, а размер шага равен D), поэтому в какой-то момент мы впервые
попадем в это объединение. Обозначим эту точку (первую попавшую
в объединение) через y′. Тогда y′ при подстановке в τ дает те же самые
результаты, что и y. Действительно, для сравнений это гарантировано,
потому что сдвиг кратен модулю сравнений. Но это верно и для
равенств и неравенств, поскольку на предыдущем шаге мы были вне
D-окрестности всех правых частей и потому не могли перейти с одной
стороны на другую.

Таким образом получили, что среди представительного набора есть
значение (а именно, y′), удовлетворяющее формуле τ , что и требовалось
доказать. �

Итак, выразимые в арифметике Пресбургера предикаты — это пре-
дикаты, выразимые бескванторными формулами, содержащими це-
лые константы, сложение, равенство, отношение порядка и сравнения
по любым фиксированным модулям.

8.3. Комментарии к главе

Проблема разрешимости арифметики Пресбургера — интересный
пример в теории вычислительной сложности. Пусть n — длина фор-
мулы арифметики Пресбургера. М. Фишер и М. Рабин [18] доказали,
что любой разрешающий алгоритм для арифметики Пресбургера в худ-
шем случае имеет оценку времени исполнения по крайней мере 22

cn

для некоторой константы c > 0. Следовательно, проблема разрешимо-
сти арифметики Пресбургера — это пример проблемы разрешимости,
для которой доказано, что на ее решение требуется более, чем экс-
поненциальное время. Позднее Д. Оппен [28] доказал, что верхняя
граница для разрешающей процедуры представляет собой тройную
экспоненту, т. е. верхняя граница времени исполнения разрешающего
алгоритма равняется 22

2cn

.
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