
Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé ÔåäåðàöèèÔåäåðàëüíîå àãåíòñòâî ïî îáðàçîâàíèþßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï. �. ÄåìèäîâàÊà�åäðà òåîðåòè÷åñêîé èí�îðìàòèêè
Â. Ñ. �óáëåâÝëåìåíòû òåîðèè ãðà�îâ.Èçîìîð�èçì, ïëàíàðíîñòü,ìàðøðóòû â ãðà�àõ(èíäèâèäóàëüíûå ðàáîòû � 6 è 7 ïî äèñöèïëèíå¾Îñíîâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè¿)Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ

�åêîìåíäîâàíîÍàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèì ñîâåòîì óíèâåðñèòåòàäëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïîñïåöèàëüíîñòè Èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè
ßðîñëàâëü 2010
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ÓÄÊ 519.2ÁÁÊ Â174ÿ73�82 �åêîìåíäîâàíî�åäàêöèîííî-èçäàòåëüñêèì ñîâåòîì óíèâåðñèòåòàâ êà÷åñòâå ó÷åáíîãî èçäàíèÿ. Ïëàí 2009/10 ãîäà�åöåíçåíòêà�åäðà òåîðåòè÷åñêîé èí�îðìàòèêè ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà èì. Ï. �. Äåìèäîâà�óáëåâ, Â. Ñ. Ýëåìåíòû òåîðèè ãðà�îâ. Èçîìîð�èçì,ïëàíàðíîñòü, ìàðøðóòû â ãðà�àõ: ìåòîä. óêàçàíèÿ�82 / Â. Ñ. �óáëåâ; ßðîñë. ãîñ. óí-ò èì. Ï. �. Äåìèäîâà. � ßðî-ñëàâëü: ßð�Ó, 2010. � 84 ñ.Ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ ñîäåðæàò âàðèàíòû èíäèâèäóàëü-íûõ çàäàíèé ïî òåìàì �Èçîìîð�èçì è ïëàíàðíîñòü ãðà�îâ�,�Ìàðøðóòû â ãðà�àõ� äèñöèïëèíû �Îñíîâû äèñêðåòíîé ìà-òåìàòèêè�, à òàêæå íåîáõîäèìûé ìàòåðèàë äëÿ åå ñàìîñòîÿ-òåëüíîãî èçó÷åíèÿ è âûïîëíåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé.Äëÿ êà÷åñòâåííîãî óñâîåíèÿ êóðñà â èçäàíèè äàíû ïîäðîá-íûå îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû, èëëþñòðàöèè è îáîñíîâàíèÿ.Ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëü-íîñòè 010400.62 Èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè (äèñöèïëèíà�Îñíîâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè�, áëîê ÅÍ), î÷íîé �îðìûîáó÷åíèÿ. ÓÄÊ 519.2ÁÁÊ Â174ÿ73

 ßðîñëàâñêèéãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåòèì. Ï. �. Äåìèäîâà,2010
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1 Îïðåäåëåíèÿ ãðà�îâÔóíêöèîíàëüíîå ñîîòâåòñòâèå è åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå � íàèáîëåå ïðîñòûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿìíîæåñòâ. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèî-íàëüíûì è ýëåìåíò ìîæåò èìåòü ìíîãî îáðàçîâ, íàãëÿäíîå åãî ïðåä-ñòàâëåíèå � ãðà�. Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé â âèäå ãðà�îâ èñïîëü-çîâàë åùå Ëåîíàðä Ýéëåð, íî êàê íàóêà òåîðèÿ ãðà�îâ âîçíèêëà â30-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà ñ âûõîäîì ìîíîãðà�èè Êåíèãà �Òåîðèÿ ãðà-�îâ�. Â �îññèè ïåðâîé êíèãîé, ïîñâÿùåííîé ýòîé òåîðèè, ÿâëÿåòñÿêíèãà Êëîäà Áåðæà �Òåîðèÿ ãðà�îâ è åå ïðèëîæåíèÿ� â ïåðåâîäå ïðî-�åññîðà À.À. Çûêîâà (ïàòðèàðõà ãðà�èñòîâ íà ïðîñòðàíñòâå áûâøåãîÑÑÑ�), èçäàííàÿ â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ. Îíà ïðîñòà äëÿ ÷òåíèÿ, äî-ñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ýêçåìïëÿðîâ ýòîé êíèãè èìååòñÿ â áèáëèîòåêåßð�Ó. Ñ òåõ ïîð áûëî èçäàíî î÷åíü ìíîãî ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðà�èéïî òåîðèè ãðà�îâ êàê çàðóáåæíûõ, òàê è îòå÷åñòâåííûõ àâòîðîâ.Êîíå÷íûé ãðà� (â ïîñëåäóþùåì òåðìèí �êîíå÷íûé� âñåãäà áóäåòïîäðàçóìåâàòüñÿ) G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïàðà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, îäíîèç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðà�à (êàæäûé ýëåìåíò� âåðøèíà ãðà�à), à äðóãîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ïàð âåðøèí(ïåðâîãî ìíîæåñòâà) è íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåáåð (êàæäûé ýëå-ìåíò � ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå 2 âåðøèíû ãðà�à). Òàêèì îáðàçîì, â îáî-çíà÷åíèè G(X;U)X � ìíîæåñòâî âåðøèí, à U � ìíîæåñòâî ðåáåð (ïàðâåðøèí). Íàïðèìåð,G(fx1; x2; x3; x4g; ffx1; x2g; fx1; x3g; fx3; x4gg)� ãðà�, ñîäåðæàùèé 4 âåðøèíû x1; x2; x3; x4 è 3 ðåáðà.�åîìåòðè÷åñêè âåðøèíû ãðà�à èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè, à ðåáðà �ëèíèÿìè, ñîåäèíÿþùèìè ýòè âåðøèíû-òî÷êè. Ïðè ýòîì íåâàæíî, ãäåðàñïîëàãàþòñÿ âåðøèíû è ïåðåñåêàþòñÿ èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ ðåáðà.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû 3 èçîáðàæåíèÿ âûøåïðèâåäåííîãî ãðà�à G.ex1ex2 ex3ex4 ex1 ex2ex3ex4 ex2 ex1 ex3 ex4
�èñ. 13
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Åñëè â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà ðåáåð U äîïóñòèòü ïàðû îäèíàêî-âûõ ýëåìåíòîâ (âåðøèí), òî êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà èçîáðàæàåòñÿ ëèíèåé,èäóùåé èç âåðøèíû â òó æå ñàìóþ âåðøèíó, à ïîòîìó íàçûâàåòñÿ ïåò-ëåé, à ñîîòâåòñòâóþùèé ãðà� � ãðà�îì ñ ïåòëÿìè. Ïðèìåðîì ñëóæèòñëåäóþùèé ãðà� G(fx1; x2; x3g; ffx1; x2g; fx2; x2gg);ñîäåðæàùèé 3 âåðøèíû è 2 ðåáðà, îäíî èç êîòîðûõ ïåòëÿ (ñì. ðèñ. 2).ex1 ex2 ex3�èñ. 2Åñëè â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà U ðåáåð äîïóñòèòü ïîâòîðÿþùèåñÿýëåìåíòû (ðåáðà), òî ïîëó÷èì ìóëüòèãðà�. Íàïðèìåð, ãðà�G(fy1; y2; y3g; ffy1; y2g; fy2; y3g; fy3; y2g; fy2; y3gg)ñîäåðæèò 3 ðåáðà, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû y2 è y3 (ñì. ðèñ. 3).ey1 ey2 ey3�èñ. 3×àùå âñåãî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðà�û áåç ïåòåëü è ïîâòîðÿ-þùèõñÿ ðåáåð, êîòîðûå íàçûâàþò îáûêíîâåííûìè ãðà�àìè.Åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìèâåðøèí, òî ãðà� íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì, èëè îðãðà�îì,à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà U íàçûâàþòñÿ äóãàìè. Íàïðèìåð, îðãðà�G(fy1; y2; y3g; f(y1; y2); (y2; y1); (y2; y3)g)ñîäåðæèò 3 âåðøèíû è 3 äóãè, 2 èç êîòîðûõ ñîåäèíÿþò âåðøèíû y1,y2 è èäóò â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â íàãëÿäíîì èçîáðàæåíèè îðãðà�àäóãà � ýòî ñòðåëêà, óêàçûâàþùàÿ íàïðàâëåíèå îò âåðøèíû íà÷àëàäóãè ê âåðøèíå êîíöà äóãè (ñì. ðèñ. 4).ey1 ey2- ey3-I �èñ. 44
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Âåðøèíû x è y ðåáðà fx; yg íàçûâàþòñÿ êîíöàìè ðåáðà. Åñëè âåð-øèíà x ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà u, òî ãîâîðÿò, ÷òî x è u èíöèäåíòíû(âåðøèíà x èíöèäåíòíà ðåáðó u, à ðåáðî u èíöèäåíòíî âåðøèíå x).Âåðøèíû x è y îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñìåæíûå, åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðîfx; yg, ñâÿçûâàþùåå ýòè âåðøèíû (èíöèäåíòíîå ýòèì âåðøèíàì). Äâàðåáðà u è v ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè èíöèäåíòíû îäíîé è òîéæå âåðøèíå.Ñòåïåíü âåðøèíû x îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî d(x) ðåáåð, èíöèäåíò-íûõ x. Îáîçíà÷èì n(G) � jXj � ÷èñëî âåðøèí ãðà�à G(X;U), àm(G) � jU j � ÷èñëî ðåáåð ýòîãî ãðà�à.Çàíóìåðóåì âñå âåðøèíû ãðà�à X = fx1; x2; : : : ; xng. ×èñëî ðåáåðè ñòåïåíè âåðøèí ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåìm = 12 nXi=1 d(xi);êîòîðîå îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ìû ïðîñóììèðóåìñòåïåíè âñåõ âåðøèí, òî ìû ïåðåñ÷èòàåì äâàæäû êàæäîå ðåáðî (îäèíðàç, êîãäà ìû ó÷èòûâàåì ðåáðî â ñòåïåíè îäíîé èç âåðøèí, êîòîðîéîíî èíöèäåíòíî, à âòîðîé ðàç, êîãäà ìû ó÷èòûâàåì ðåáðî â ñòåïåíèäðóãîé âåðøèíû, êîòîðîé îíî èíöèäåíòíî).Â îðãðà�å äóãà èìååò íà÷àëî (âåðøèíà, èç êîòîðîé îíà âûõîäèò) èêîíåö (âåðøèíà, â êîòîðóþ îíà âõîäèò). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìîãóòáûòü äóãè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû, è äóãè, âõîäÿùèå â âåðøèíó. Ïî-ýòîìó âìåñòî ñòåïåíè âåðøèíû â îðãðà�å äëÿ âåðøèíû îïðåäåëÿþòïîëóñòåïåíü èñõîäà d�(x) êàê ÷èñëî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû, èïîëóñòåïåíü çàõîäà d+(x) êàê ÷èñëî äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó. Ïîä-ñ÷èòàòü âñå äóãè ìîæíî, åñëè ïðîñóììèðîâàòü âñå ïîëóñòåïåíè èñõîäàèëè æå ïðîñóììèðîâàòü âñå ïîëóñòåïåíè çàõîäà. Èç ýòîãî ñëåäóåò ñî-îòíîøåíèå: m = nXi=1 d�(xi) = nXi=1 d+(xi):Åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé:Âåðøèíà ãðà�à, èìåþùàÿ ñòåïåíü 0, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.Âåðøèíà ãðà�à, èìåþùàÿ ñòåïåíü 1, íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé.�ðà� íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáûå 2 åãî âåðøèíû ñîåäèíåíûðåáðîì, è ïóñòûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû èçîëèðîâàíû (ìíîæåñòâî ðå-5
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