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6.2. Граничные условия на части поверхности тела, где заданы пере-
мещения *

iu , имеют вид: 
.uu *

ii                                                    (2.8) 
6.3. На границе раздела упругой и пластических областей требуется 

задать условия сопряжения: 
    .0u   ,0n ijij                                          (2.9) 

Здесь и далее знак [  ] будет означать скачок соответствующей вели-
чины, т.е.  разность значений представленных в скобках выражений, соот-
ветствующих упругой и пластической областям. Как обычно, по дважды 
повторяющимся индексам предполагается суммирование от 1 до 3, если не 
оговорено противное. Нижний индекс, стоящий после запятой, указывает 
на дифференцирование по координате, соответствующей этому индексу.  

Уравнения (2.1)—(2.9) представляют замкнутую систему уравнений, 
описывающих напряженно-деформированное состояние упруго-пласти-
ческого тела. 

В цилиндрической системе координат уравнение равновесия в напряже-
ниях (при отсутствии внешних массовых сил) запишутся следующим образом 

 
rθ r θr rzτ σ στ1

0
r r θ z r

     
  

, 

rθ θ θz rθτ σ τ 2τ1
0

r r θ z r

     
  

,                          (2.10) 

θzrz z rzττ σ τ1
0

r r θ z r

    
  

, 

где  ,  , z , ρθτ , z , z  — компоненты тензора напряжений. 

Соотношения Коши, связывающие компоненты тензора деформаций 
e , e , ze , e , ze , ze  и вектора перемещений u , u , zu , u , zu , zu  в ци-

линдрической системе координат имеют вид 
r
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r z
rz

u u1
e

2 z r

      
. 

Соотношения закона Гука, отражающие связь между напряжениями 
и упругими деформациями (в случае несжимаемого материала) для цилин-
дрической системы координат 

eS 2Ge  , eS 2Ge  , e
z zS 2Ge ,  

eS 2Ge  , e
z zS 2Ge  , e

z zS 2Ge  ,                          (2.12) 

где G — модуль сдвига, S , S , zS , S , zS , zS  — девиатор тензора напря-

жений, ee , ee , e
ze , ee , e

ze , e
ze  — компоненты тензора деформаций. 
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3. Определяющие соотношения теории идеальной пластичности. 
Линеаризированные соотношения 

  
При решении задач методом малого параметра  все функции 

раскладываются в ряды по степени малого параметра   [6]: 

   p e n (n) p(n) e(n) (n)
ij ij ij ij ij ij

n 0

,  е , e , ,... , e ,e , ,... ,  ( 1) .




                   (3.1) 

Например, 







0n

)2(
ij

2)1(
ij

)0(
ij

)n(
ij

n
ij  

Величинами n-го порядка, здесь и ниже, называются выражения, 
отмеченные вверху индексом (n).  

Процедуру разложения всех исходных функций по параметру   
будем называть линеаризацией функций. 

)1(,
0n

)n()r(Fn)r(F 



  , где F(r) — некая функция, зависящая от параметра r. 

Термин «линеаризация», отражает то, что при n (n)F 1  представляют 
собой линейные функции величин n-го порядка, а при n = 0 функция )0(F  
обычно нелинейная. 

Дальнейшее рассмотрение будем проводить в цилиндрической 
системе координат z,,r  , ограничимся при этом плосконапряженным 
случаем. Плосконапряженное состояние реализуется в тонких плоских 
пластинах, нагруженных в свой плоскости. В этом случае частицы 
деформируемого тела перемещаются вдоль плоскости, перпендикулярной 
оcи z, и не зависят от координаты z:  z z z z ze e 0           . 

 
4. Решение упруго-пластической задачи о пластине, содержащей 
включение 

 
Исследуем задачи о двухосном растяжении тонкой пластины с от-

верстием  в форме эллипса и о тонкой пластине с отверстием в форме эл-
липса, в которое с натягом вставлено упругое включение — круглое коль-
цо. Материал пластины предполагается идеально упруго-пластическим, 
включение предполагается упругим. Рисунок 1а — без включения, рису-
нок 1б — с включением. 
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а 

б 
Рис. 1 

 
На рисунке 1а обозначено: 1 — граница раздела упругой и пластиче-

ских областей пластины, 2 — внутренний контур пластины. На рисунке 1б 
обозначено: 1 —  граница раздела упругой и пластических областей пла-
стины, 2 — граница контакта включения и пластины, 3 — внутренний кон-
тур включения. Внутренний и внешний контуры включения имеют эллип-
тическую форму. Пластины на бесконечности растягиваются взаимно пер-
пендикулярными усилиями с интенсивностями P1 и P2, внутренний контур 
включения нагружен нормальным давлением P0. 

Рассматривается случай плосконапряженного состояния, т.е. полага-
ется  z z z z ze e 0           . Для решения задачи введем цилиндрическую 

систему координат , , z  . Ось 0z направлена вдоль оси круглого кольца, а 
начало координат выбираем в центре последнего.  

При этом материал конструкции считается не сжимаемым, однород-
ным, изотропным, но, как отмечалось выше, материалы пластины и вклю-
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чения предполагаются различными. При построении математической мо-
дели будем исходить из предположения, что пластическая зона в пластине 
полностью охватывает контур отверстия.  

Пусть пластическое состояние в пластине соответствует стороне ВС 
условия пластичности Треска — Сан-Венана (рис. 2). 

 
Рис. 2 

 
Задача будет решена после нахождения распределения поля напря-

жений (компонент тензора напряжений ρσ , θσ , ρθτ ) и перемещений (компо-

нент вектора перемещений ρu , θu ) во всей составной конструкции, а также 

формы упруго-пластической границы в пластине. 
Для решения поставленной задачи удобно применить приближенно-

аналитический метод — метод малого параметра или более широко — ме-
тод возмущений, смысл которого раскрывался выше. Известно [6], что 
применение этого метода позволяет получить приближенное решение 
вблизи уже известного точного решения. Для рассматриваемой задачи с 
эллиптическими контурами, такой близкой задачей будет задача о пласти-
не с круговыми контурами, представляющая нулевое приближение или не-
возмущенное состояние в искомом решении. В соответствии со сказанным, 
ограничившись нулевым и первым приближениями, решение общей задачи 
будет искаться в виде 

,r1r

,RR          ;           ;uuu

);(
2

1
     ;

   ;   ;

)1(
ss

10k
1010

z
10

1010













              (4.1) 

где верхний индекс 1 указывает на первое приближение, а индекс 0 на ну-
левое приближение, δ — малый параметр, ρσ , θσ , zσ  — компоненты тензо-

ра напряжений;   — перемещения вдоль осей соответственно; rs — радиус 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»

Перейти на страницу с полной версией»

Перейти на страницу с полной версией»

https://rucont.ru/efd/635678
https://rucont.ru/efd/635678


10 
 

упруго-пластической границы в пластины, k — линия контакта включения 
и пластины.  

Рассмотрим отдельно нулевое и первое приближения. 
 
4.1.  Нулевое приближение (упруго-пластическое состояние тонкой 

пластины с круговым отверстием и упруго-пластическое состояние тонкой 
пластины с круговым отверстием, заполненным с натягом круглым вклю-
чением — цилиндром) 

  
Рассмотрим осесимметричное состояние тонкой пластины с круго-

вым отверстием радиуса  для первой задачи (рис. 3а) и осесимметричное 
состояние тонкой пластины с круговым отверстием радиуса , содержа-
щим с натягом круглое кольцо с внешним радиусом 1 и внутренним  для 
второй задачи (рис. 3б). 

 
а 

 

б 
Рис. 3 
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