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Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ïðè E = 0) óêàæåì
çàðàíåå, ÷òî âåëè÷èíû sinα, cosα è omega ïîëîæèòåëüíû:
−−> eq:subst([E=0,v='diff(s,t)],%);

−−> assume (sin(alpha)>0 and omega>0);

−−> ode2(eq, s, t);

Îòâåòèâ íà âîïðîñ Maxima ïðî g: positive, ïîëó÷èì îòâåò:

t =
1

ω sinα
ln

(
2ω sinα

√
s2ω2 sin2 α− 2 s g cosα+

+2 s ω2 sin2 α− 2 g cosα

)
+ const.

Çàäà÷à 7.2

Îïðåäåëèòü îòêëîíåíèå îò íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ äëÿ òåëà,
áðîøåííîãî ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0

Óêàçàíèå: ñ÷èòàòü óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíûì
g = {0, 0,−g}, à óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàâ-
íîé Ω = {−Ω cos θ, 0,Ω sin θ}, ãäå θ � øèðîòà.

Ðåøåíèå.
−−> load(vect);

−−> v:[vx,vy,vz]; g1:[0,0,-g];

−−> Omega1:[-Omega*cos(theta),0,Omega*sin(theta)];

−−> depends([vx,vy,vz],t);

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå
îòñ÷åòà åñòü

m
dv

dt
= mg + 2m [v ×Ω] +m [Ω× [r×Ω]] . (7.1)

Ââåäåì åãî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûì, êâàäðà-
òè÷íûì ïî Ω:
−−> eq[1]:m*diff(v[1],t)=m*g1[1]+2*m*express(v~Omega1)[1];

−−> eq[2]:m*diff(v[2],t)=m*g1[2]+2*m*express(v~Omega1)[2];

−−> eq[3]:m*diff(v[3],t)=m*g1[3]+2*m*express(v~Omega1)[3];

Ïîäñòàâèì dvx/dt è dvz/dt èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé âî âòîðîå,
ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ êàæäóþ åãî ÷àñòü ïî âðåìåíè.
−−> eliminate([eq[1],diff(eq[2],t),eq[3]],

[diff(vx,t),diff(vz,t)]);

−−> eqv:trigsimp(%[1])=0;
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Òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ ïðîåê-
öèþ ñêîðîñòè è äîïóñêàåò ïîíèæåíèå ñòåïåíè (íà çàïðîñ Maxima î çíàêå
ïàðàìåòðà ââåäåì nonzero):
−−> ode2(eqv,vy,t);

Ðàññìàòðèâàÿ îòêëîíåíèå îò íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, ïîëî-
æèì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè y = 0, vy = 0. Îñòàëüíûå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ââåäåì ñ ó÷åòîì ñâÿçè ïðîåêöèé ñêîðîñòè ìåæäó ñîáîé:
−−> ic2(%,t=0,vy=0,diff(vy,t)=2*(-Omega*cos(theta)

*v0z-Omega*sin(theta)*v0x));

Ïîñêîëüêó äàííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ìàëûõ âåëè÷èí Ω,
òî èñêëþ÷èì ñëàãàåìûå èçáûòî÷íîé ìàëîñòè, óáðàâ ìíîãîòî÷èå èç ðÿäà
Òåéëîðà êîìàíäîé ratdisrep
−−> ratdisrep(ta);

−−> r:ratdisrep(taylor(%,Omega,0,1));

vy =
[(
gt2 − 2v0zt

)
cos(θ)− 2v0xt sin(θ)

]
Ω.

−−> ode2('diff(y,t)=part(r,2),y,t);

−−> ic1(%,t=0,y=0);

−−> r:factor(%);

Îòâåò:

y = −Ωt2
[
v0z cos θ + v0x sin θ − gt

3

]
.

Çàìå÷àíèå: ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè (íàïðèìåð, òåëî ïàäàåò
â øàõòó), ïîëó÷àåì êóáè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè:

y =
gΩt3

3
cos(θ).

Çàäà÷à 7.3

Îïðåäåëèòü âëèÿíèå, îêàçûâàåìîå âðàùåíèåì Çåìëè íà ìàëûå êîëå-
áàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (ìàÿòíèê Ôóêî).

Ðåøåíèå.
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ðàâíà U = mgh,

ïðè÷åì
x2 + y2 + z2 = l2,

ãäå l � äëèíà íèòè.
−−> z:sqrt(l^2-x^2-y^2);

−−> U:m*g*(l-z);
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Â äàëüíåéøåì ïîòðåáóåòñÿ ðàçëîæåíèå â ðÿäû â ñèìâîëüíîì âèäå,
ïîýòîìó ñâÿæåì ïðîèçâîäíûå êîîðäèíàò ñî ñêîðîñòÿìè ñ ïîìîùüþ êî-
ìàíäû gradef :
−−> gradef(x,t,vx); gradef(y,t,vy);

−−> load(vect);

−−> v:[diff(x,t),diff(y,t),diff(z,t)];

−−> Omega:[Omegax,Omegay,Omegaz];

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàÿòíèêà ðàâíà

F = −gradU :

−−> F:-ev(express(grad(U)),diff);

Ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (7.1), ñíîâà ïðåíåáðåãàÿ ñëàãà-
åìûì, êâàäðàòè÷íûì ïî Ω. Çàïèøåì óðàâíåíèå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå,
îãðàíè÷èâøèñü ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:
−−> m*'diff(v[1],t)=F[1]+2*m*express(v~Omega)[1];

−−> eqx:ratdisrep(taylor(%,[x,y,vx,vy],0,1));

−−> m*'diff(v[2],t)=F[2]+2*m*express(v~Omega)[2];

−−> eqy:ratdisrep(taylor(%,[x,y,vx,vy],0,1));

Âåðíóâøèñü ê çàïèñè ÷åðåç ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
â âèäå
−−> eq1:expand(subst([x=X(t),y=Y(t),

vx='diff(X(t),t),vy='diff(Y(t),t)],eqx/m));

−−> eq2:expand(subst([x=X(t),y=Y(t),

vx='diff(X(t),t),vy='diff(Y(t),t)],eqy/m));{
Ẍ(t) = 2ΩzẎ (t)− g

l
X(t), Ÿ (t) = −2ΩzẊ(t)− g

l
Y (t)

}
.

Äâà óðàâíåíèÿ ëåãêî ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîé çàìåíû

ξ(t) = X(t) + iY (t),

äëÿ ýòîãî óìíîæèì (ïî÷ëåííî) âòîðîå óðàâíåíèå íà ìíèìóþ åäèíèöó è
ñëîæèì ñ ïåðâûì:
−−> subst(X(t)=xi(t)-%i*Y(t),eq1+%i*eq2);

−−> ev(%,diff);

−−> eq:expand(%);

ξ̈(t) = −2iΩz ξ̇(t)−
g

l
ξ(t).

−−> ode2(eq,xi(t),t);
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Îòâåòèâ positive íà âîïðîñ Maxima î çíàêå âåëè÷èíû l(lΩ2
z + g), ïî-

ëó÷èì ðåøåíèå â âèäå

ξ(t) = [k1 sin (ωt) + k2 cos (ωt)] e−iΩzt,

ãäå

ω =

√
Ω2
z +

g

l
≈
√
g

l
.

Ìíîæèòåëü e−iΩzt îçíà÷àåò ìåäëåííîå âðàùåíèå ïëîñêîñòè êîëåáàíèé ìà-
ÿòíèêà.

8. Ìàëûå êîëåáàíèÿ

8.1. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé

Çàäà÷à 8.1

Çàêîí ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé çàäàí â âèäå

x(t) = A sin(βt)
(
cos2(βt)− sin2(βt)/3

)
.

Íàéòè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ÷àñòîòó è àìïëèòóäó êîëåáàíèé.
Ðåøåíèå.
Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñî ñìåùåííûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ

xeq ìîæåì çàïèñàòü

d2x

dt2
= −ω2(x(t)− xeq),

d3x

dt3
= −ω2dx

dt
.

Îòñþäà íàéäåì ÷àñòîòó êîëåáàíèé:
−−> x:A*sin(beta*t)*(cos(beta*t)^2-sin(beta*t)^2/3);

−−> factor(diff(x,t,3)/diff(x,t,1));

−−> omega:sqrt(-%);

à çàòåì è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ:
−−> xeq:trigsimp(x+diff(x,t,2)/omega^2);

Àìïëèòóäó íàéäåì ïî ôîðìóëå

a =

√
(x(t)− xeq)2 + (ẋ(t)/ω)2 : (8.1)

−−> a:sqrt(trigsimp((x-xeq)^2+diff(x,t)^2/omega^2));

Îòâåò:
ω = 3|β|, xeq = 0, a = |A|/3.
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Çàäà÷à 8.2

Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé x(t):
à) x(t) = A sin(2βt) +B sin2(βt);
á) x(t) = A cos(βt+ δ1) +B cos(βt+ δ2).
Óêàçàíèå: äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ

ôóíêöèé êðàòíûõ àðãóìåíòîâ èñïîëüçîâàòü îïöèþ trigexpand :
−−> trigexpand:true;

Îòâåò:

a) ω = 2|β|, xeq = B/2, a =
1

2

√
4A2 +B2,

á) ω = |β|, xeq = 0, a =
√
A2 +B2 + 2AB cos(δ2 − δ1).

Çàäà÷à 8.3

×àñòèöà ìàññû m ñîâåðøàåò îäíîìåðíîå äâèæåíèå â ïîëå

U(x) = U0 cos(αx)− F0x.

Ïîëó÷èòü óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ìîãóò âîçíèêíóòü ìàëûå êîëåáàíèÿ è
íàéòè èõ ÷àñòîòó (U0, α, F0 � ïîñòîÿííûå).

Ðåøåíèå.
Èç óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íàéäåì ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ:
−−> x0:part(solve(diff(U(x),x)=0,x)[1],2);

Ïðåäóïðåæäåíèå �solve: using arc-trig functions to get a solution. Some
solutions will be lost.� îçíà÷àåò, ÷òî â ôîðìóëå íà ýêðàíå

−asin
(
F0

αU0

)
/α

íå ó÷òåí çíàê ±. Âûáåðåì äàëåå çíàê òàêèì, ÷òîáû êîýôôèöèåíò êî-
ëåáàíèé k ïîëó÷èëñÿ ïîëîæèòåëüíûì, ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ äîáàâëåíèåì
ìîäóëÿ.
−−> k:subst(x=x0,diff(U(x),x,2));

−−> omega:sqrt(ratsimp(abs(k))/m);

Î÷åâèäíî, ðåçóëüòàò ïðèìåíèì òîëüêî â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî çíà-
÷åíèÿ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ.

Îòâåò:

|F0| < |U0α|, ω =

√
|α|
m

√
(U0α)2 − F 2

0 .
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